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PRESENTACION

En este volumen se presentan los resimenes de cuatro Conferencias Mag-
nas y de once contribuciones libres aceptadas por el Comité Editorial de la
Memorias del VIII Foro Nacional de Estadistica. Dicho evento se llevé a

cabo del 27 de septiembre al 1 de octubre de 1993 en la sede del INEGI de
la Cd. de Aguascalientes, Ags.

Debido a la diversidad de los temas tratados en los trabajos que se pre-

sentan, éstos aparecen en orden alfabético por apellido del primer autor.

El Comité Editorial
Agosto 1994
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Pronésticos con restricciones en series de tiempo univariadas
Victor M. Guerrero
Departamento de Estadistica y Actuaria
Instituto Tecnolégico Auténomo de México

Introduccién.

Los pronésticos de series de tiempo univariadas, cominmente hacen
uso eficiente de la informacién histérica disponible sobre la variable
involucrada. En la préctica, sin embargo, muchas veces se cuenta con
informacién adicional, que no es considerada por el modelo de la serie.
No hacer uso de ella constituye un desperdicio que debe ser evitado. Si
dicha informacién adicional se refiere al comportamiento futuro de la
variable y est& dada en forma de restricciones lineales, su incorporacién
en los prondsticos puede realizarse de manera 6ptima mediante argumentos
formales de la Estadistica.

Aqui se muestran las soluciones que corresponden a diterentes
situaciones respecto a la compatibilidad entre las restricciones y la
informacién histérica, en el contexto de modelos ARIMA (autorregresivos,
integrados y de promedios méviles). Estas son: a) restricciones ciertas,
compatibles con la historia de la serie, b) restricciones inciertas,
compatibles o no con la informacién histérica, y restricciones ciertas,
pero incompatibles con la historia debido a un cambio previsible del
modelo, ya sea en c¢) su estructura determinista, d) su parte estocéstica,

o e) en los valores de sus parametros.

Notacién basica.

Sea {/,) la seri1e de tiempo para la cual se desea obtener pronésticos
y que admite una representacién de modelo ARIMA. El conjunto de datos
observados (hist6éricos) ser& denotado por el vector 7, ,=(/,.....74x),
mientras que los pronésticos se requieren para el siguiente vector de
valores futuros /,=(/x.,.....7x.4) ., con // el horizonte de pronéstico.
Es bien sabido que el pronéstico 6ptimo, dado 7/,, esté dédo por la
esperanza condicional /{7,|7,), cuando el criterio de optimalidad es el
del Error Cuadrético Medio Minimo del error de pronéstico. Por otro lado,
se supone que existe informacién adicional en el vector Y =(} ,.....} ,)7,
dada en forma de restricciones lineales, es decir, Y =(7/, con ( una
matriz de constantes conocida.

De esta forma se tienen las siguientes aos fuentes de informacién



acerca del ruturo: [((/.'7Z,) Y Y. BES necesario entonces verilitilcal lLla
compatibilidad entre fuentes de informacién para combinarlas apropia-
damente, para ellc se debe desarrollar un prueba estadistica de compa-
tibilidad. Si 1as fuentes de informacion resultan ser compatibles
(empiricamente), se requiere derivar formulas para obtener pronésticos
con restricciones y sus correspondientes varianzas.

Como resultados posibles de la verificacién de compatibilidad, se
tienen los siguientes.

1) Ambas fuentes validas, lo que da origen a la técnica de "pronésticos
con restricciones ciertas". Caso que fue considerado por Cholette (1982)
con modelos puramente autorreqresivos'y por Guerrero (1989) con modelos
ARIMA en general.

2) Informacién histérica valida para el futuro e informacién adicional
incierta, es decir, £(7/,.17,) vdlida y Y inv&lida. Lo cual conduce a
obtener “pronésticos con restricciones inciertas". Como ejemplos de esta
situacién, se tiene por un lado, la combinacién de pronésticos de modelos
alternativos al modelo de series de tiempo, y por el otro, la incorporacién
de conjeturas o juicios de expertos a los pronésticos ARIMA. Como parte
fundamental de este caso, se requiere de un procedimiento para asignar
la incertidumbre a Y, la cual, si se tratade utilizar un modelo alternativo
al de series de tiempo, surge de la estimacién de varianza del modelo.
Nuevamente, este caso aparece considerado en Guerrero (1989), pero también
es atacado por Pankratz (1989) y por Trabelsi y Hillmer (1989), con
diferentes enfoques de solucién, pero con resultados equivalentes.

3) Informacién adicional ) valida, miéntras que los pronosticos del
modelo ARIMA, / (7,17,), son invalidados por cambios previsibles en: i)
la estructura determinista del modelo, que conduciria a realizar un
andlisis de intervencién ex-ante, o en ii) la estructura estocéstica del
modelo. En cualquiera de estos dos casos, se requiere postular la nueva
estructura y estimar los parametros correspondientes. La solucion de
estos dos problemas se muestra en Guerrero (1991). La tercera posibilidad
es que se presente un cambio en iii) los valores de los parametros del
modelo ARIMA original. Para este caso se requiere determinar aquellos
parémetros que tengan cambio significativo, en términos.estadisficos.

La correspondiente solucién aparece en Guerrero (1990).



Resumen de resultados.
La derivacién de las férmulas de pronosticos restringidos, surge de
la siguiente expresién para el error del pronéstico ARIMA, para /i=1..... 1

Ly~ F(Z w1 74)= X()W,”- Neoh-g
/-
en donde las y,. j=0.l.... son obtenidas de los parame*ros del modelo
original y de las c«'s, que provienen de un proceso de ruido blanco
Gaussiano, con varianza de ¢/. Dicha expresién, en notacién matricial,
se convierte en

L, (2, 1 7,)=VYa,

donde V¥ es la matriz triangular interior cor elementos |.y,..... V,., en
su primera columna, O.l.y,..... Vv, ., en la segunda columna, y asi sucesi-
vamente. Por su lado, a,=((y. .....0Ux.;) €8 tal que [ (a,|7Z,)=0 y

E(aya, |7Z,)=0.|. Asimismo, la informacién adicional tiene las siguientes
caracteristicas, Y =C7,+l con el error L ~N (0.("), ademas de que se supone
que dicho error no est& correlacionado ni con la historia, ni con el
futuro de la serie, es decir / (7, )=0vy I(a,l")=0.

A partir de lo anterior, al minimizar el error cuadratico medio del
pronéstico, se obtienen las siguientes férmulas generales, en donde el
asterisco denota el caso particular que se considera.

Pronostico. restringido éptimu

0= L 7)) Y = CECZ, 1700
Covarianza del error de pronéstico, dadas 7/, y Y
Cov(Z,~7,..)=CoulZ, - (7, 1 7)) -0, ¥ ¥ C 1,-A,
Prueba estadistica de compatibilidad entre fuentes de informacién
K.=|\-%Tﬁ(lﬁllo)r(u:CW’W'C'+l’+A!.f'l\--CF(I,I/M)|<xz,,

La especificacién de las férmulas previas, se muestra a continuacién
para cada uno de los casos en consideracién.

Caso 1) Restriccién cierta. Para este caso se tiene que no hay
incertidumbre en 1la informacién adicional, asi que /' =0, con
/1.=4’W’C'(CW/W'C’)”, M.=0 y g¢g.l.*=m (el nuimero de restricciones
linealmente independientes), con m<//.

Caso 2) Restriccién incierta. Ahora se tiene (/#0 y se requiere
especificar esta matriz, lo cual se logra al nivel de significacién a
cuando A.< xA(a). Ademds .= ¥V C'(0,C¥W¥ C +() ', M.=0 y nuevamente
g.l.*x=m.



Caso 3) Restriccién cierta con cambio en la estructura determinista
del modelo ARIMA. Para este caso, {/=0y se debe especificar una funcién
dindmica de intervencién, por ejeémplo de primer orden, dada por
Df";cu(l—b“N)/(l—b) si {>N. Por otro lado, la matriz. 4. resulta ser
una inversa generalizada de C, mientras que M.=0y g.l.*=m.

Caso 4) Restricecién cierta con cambio en la estructura estocéstica
del modelo. Nuevamente se tiene (/=0 y se supone que el cambio es debido
a contaminacién con otro modelo. La consideracién més simple de con-
taminacién es por ruido blancé N(0.0%), lo cual conduce a obtener
A= (02W W C+02C )OICWY C +02CCT) ", Mu=0lly g.l:¥=m.

Caso 5) Restriccién cierta con cambio en los parémetros del modelo
ARIMA, que se supone inalterado. Asi pues, (/=0 en esta situacién, con
parametros estimados a partir de la historia, que producen la matriz o
y los pronésticos /°(7/,.|7,), mientras que- los par&metros estimados
haciendo uso de 7, y de Y, proporcionan la correspondiente matriz y
pronésticos \ v ECZi: 1700 Y). Ahora se obtiene entonces
lL.=VY¥Cc(vv¥c)', M.=0y g.l.¥=k<m, con k el nimero de parametros
del modelo. Conviene indicar que se deben realizar pruebas de significacién
estadistica individuales, para determinar qué parémetros cambian sig-
nificativamente su valor. Ademds, conviene dar una interpretacién de los
cambios en los pardmetros, de preferencia en términos de componentes no
observables de la serie (tendencia .y estacionalidad), haciendo uso pra

ello de equivalencias entre modelos estructurales y ARIMA's.

Comentarios finales.

El a&rea de prondsticos con restricciones se ha visto enriquecida
con la aparicién de otros enfoques de solucién, en donde sobresalen el
bayesiano (véase de Alba, 1993) y el de minimos cuadrados generalizados
(Alvarez, del Rieuy Jarefio, 1993). Asimismo, en lo que toca a aplicaciones
de este enfoque para solucionar el problema de combinar informacién
histérica y preliminar (Guerrero, 1993) o el de completar series con
datos faltantes (Guerrero,. 1993; Nieto, 1994; Nieto y'Martinez, 1994).
Por otro lado, la aplicacién de esta técnica a otra clase de modelos de
series de tiempo, es una posibilidad que ya ha sido explorada por Pankratz
(1989), al considerar series miltiples, y por Rosas y Guerrero (1994)

en métodos de suavizamiento exponencial.
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Sobre el desarrollo de los métodos estadisticos bayesianos.

MANUEL MENDOZA
Departamento de Estadistica, ITAM
Rio Hondo 1. San Angel México D.F. 01000 MEXICO.

RESUMEN

1. Introduccién

Cada vez en un mayor grado, el enfoque bayesiano de la estadistica va incorporandose al accrvo de
conocimientos basicos de la disciplina y por tanto sc encuentra, tambi¢n con mayor frecuencia, al alcance
tanto de los estadisticos profcsionales como de los usuarios de las técmicas estadisticas. Los conceptos
fundamentales de analisis bayesiano, en ocasiones con una interpretacion ciertamente limitada, empiczan a
formar parte de la cultura minima de la comunidad. De una primera fasc en la que ¢l centro de las
discusiones, entre bayesianos y no-baycsianos, se localizaba cn el nivel conceptual e incluso filosofico, sc ha
trascendido a otro cn donde lo importante son los resultados practicos que, cn la aplicacion, se pueden
obtener de los métodos.

Precisamente ahi, en la implementacion de los métodos es donde ¢l cnfoque bayesiano ha encontrado
algunos de sus mas grandes retos. La nccesidad de calculos numericos rclativamente claborados, que por su
especificidad no estaban contemplados por la herramicnta estadistica habitual, ha limitado la aplicabilidad
de las técnicas bayesianas. Mas aun, la idca de que un anilisis estadistico bayesiano (un analisis estadistico.
en general ) requiere de un estudio de sensibilidad que determine la validez de los supucstos y el peso de la
componente subjetiva, ha conducido  la situacion en la cual los procedimientos numericos no solo son
necesarios sino que deben satisfacer criterios de cficiencia, reproductibilidad y transportabilidad para
permitir un emplco repetido, intensivo, cn cada aplicacion.

Esta limitacion ciertamente ha tenido un impacto en ¢l desarrollo de 1a alternativa bayesiana. Durante afios
se ha manifestado la necesidad de contar con paquetes computo bayesianos y cicrtamente, existen
importantcs avances en csa dircccion. Es previsible que en el futuro cercano aparezca una varicdad de
productos que seguramente ammorara csta deficiencia. Sin cmbargo, probablcmente la consecuencia mas
importante, y en alguna forma incsperada, de este desarrollo sea una reconsidcracion completa de la manera
en que puede concebirse y realizarse un andlisis cstadistico cualquiera.

2. La estructura del anilisis estadistico en general.

Para ningun cstadistico constituyc una novedad que cl analisis ( estadistico ) ticne como proposito la
descripcion de fenomenos alcatorios comunmentc a partir dc la informacion contenida cn muestras
propabilisticas. Con distintas variantcs, las técnicas cstadisticas sc agrupan cn difcrentes clases de acucrdo
con ¢l fin especifico que persiguen asi como los supucstos que involucran..La variedad de procedimicntos ha
causado que la disciplina sca percibida, y también transmitida, como una vasta coleccion de técnicas
particulares y heterogéncas con un sustralo comun relativamentc vago. La manecra como, en un problema



concreto, se integran distintas técnicas estadisticas parece algo que solo en la préctica profesional puede
aprenderse.

Es claro que en todo problema estadistico jucgan, o deberian de jugar, un papel importante las técnicas de
muestreo, de andlisis exploratorio de datos, de inferencia -paramétrica y no paramétrica y de diagnéstico
Especificamente, ¢l ciclo. formado por ¢l analisis exploratorio dc datos, la inferencia y ¢l diagndstico, es bier
conocido pero solo en dmbitos muy particulares como cl analisis de regresion ocurrc que, cn forma rutinaria
estos tres elementos sc integran para dar lugar a una aplicacion real completa del andlisis cstadistico. Er
cualquicr caso, no debe perdersc de vista que ¢l objetivo ultimo de las técnicas csladisticas es obtener un;
descripcion razonable y eficiente del fenomeno bajo estudio. En términos muy generales, ( Box 1976, po
cjemplo ) una descripcion de este tipo. debe contar con las caracteristicas de relevancia, flexibilidad
parsimonia. Estos es, debe incluir todos los aspectos relevanies del fenomeno, debe también ser genera
como para poder transportarse a fenomenos similares y finalmente, debe ser lo mas simple y concret:
posible.

3. Las caracteristicas basicas del anslisis estadistico bayesiano.

La naturaleza del cnfoque bayesiano ha sido descrita por-distintos autores ( DeGroot 1970, Lindley 1971,
Berger 1985 y Bernardo y Smith 1994 entre otros ). En resumen, una de las mas importantes ventajas del
enfoque bayesiano, desde un punto de vista cstructural, radica precisamente en que concibe el proceso de
analisis estadistico como un problema dc decision en ambicnte de incertidumbre. D€ csta mancra, la teoria
de la decision proporciona un sustralo comun para identificar, formular y resolver cualquier problema
estadistico. No solamente se clarifica el papcl y la relevancia de cada uno de los componentes del problema y
se abre la posibilidad de incorporar toda la informacion disponible, subjetiva o muestral, sino que ademas, si
se adopta un enfoque axiomatico, la solucion general es queda totalemente-determinada. Se debe maximizar
la utilidad esperada.

Aqui es convenicnte insistir en que el andlisis estadistico bayesiano no consisic, como en ocasiones s¢
confunde en el contexto de la inferencia paramétrica, en considerar a los pardmetros como variables
alcatorias, asignar una distribucion a esas nuevas variables y combinar ¢sa informacion con la informacion
muestral: a través del teorema de Baves. para obtener la distribucion-final.

Como s¢ ha indicado, la esencia del analisis cstadistico bayesiano consiste en abordar los procesos de
andlisis cstadistico como problemas de decision. Para tal fin es nccesario identificar las opciones factibles,
los sucesos incicrtos que pueden modificar las consccuencias asociadas a la eleccion de cada una de las
opciones y las consecuencias mismas. Asimismo, es indispcnsable cuanlificar las preferencias del tomador
de decisones respecto a las posibles consccuencias y ¢l grado de conocimicnto que posea sobre la posible
ocurrencia de los sucesos incicrtos. Finalmente, como consccuencia de los axiomas de coherencia, el proceso
conduce a seleccionar como la mejor opcion a la que minimiza la pérdida csperada.

Esta solucion general que es optima y coherente, sin embargo dcbe apreciarse cn su justa dimension. En
primer lugar, este criterio no invalida o descalifica automaticamcnite otros procedimientos no bayesianos.
Adecmis, tampoco es una garantia de infalibilidad cn una aplicacion concreta. El criterio general es optimo
pero requiere de la formulacion adecuada del problema y de la especificacion de una funcion de pérdida y un
modelo de probabilidad para describir el conocimiento del tomador de dccisioncs sobre los sucesos inciertos.
Si alguno de cstos clementos esta mal planteado o simplemente no corresponde con la situacion real que se
esta abordando pucde obienerse la solucion 6ptima para un problema cquivocado y los resultados pucden ser.
en el mejor de los casos, inutiles.
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4. El analisis bayesiano en la practica.

Una de las criticas mas frecuentes al analisis bayesiano ha sido tradicionalmente la que se dirige a cuestionar
la incorportacion explicita de informacion subjetiva en-el proceso de andlisis. Si bien la subjetividad de las
preferencias de un fomador de decisiones no apareée como un glemento polémico, la situacion respecto a la
distribucion de probabilidades que describe su corocimento. sobre los sucesos inciertos ha resultado
polémica.

Claramente, esa informacion influye en los resultados finales y desde la perspectiva bayesiana esa influencia
no solo es legitima sino indispensable. Sin embargo, cl riesgo dc que una mala especificacion de esa
informacion, o peor aun una especificacion tendenciosa , puede contrarestar la evidencia contenida en la
informacion muesiral dando lugar a conclusiones preconcebidas y posiblemente falsas. Es por esa razon que
para ¢l andlisis bayesiano es aun mds importante contemnplar como parte basica de cualquier aplicacion, un
analisis de sensiblidad que determine el peso que las diferentes fuentes de imformacion tienen en los
resultados finales.

Ahora bien, para poder llevar a cabo un arilisis de sensibilidad como el que se indica, es necesario contar
con los medios para efectuar de manera repetida los cdlculos que conducen a las distribuciones a posteriori

p(0)12) = 2ENPO)
| p(210)p(0)d0
predictiva
p(x12) = | p(x10)p(0]Z)a0
y marginales

P(9l0) = [ p(6.912)de

en donde, 6 = (¢,¢) con ¢ un parametro de estorbo Precisamente es aqui en donde han aparecido algunas
de las mds notables dificultades para implementar las técnicas bayesianas. Concretamente, ocurre con
frecuencia que las integrales que involucradas no tienen una expresion cerrada excepto para casos muy
especificos de las distribuciones iniciales y en general, es necesario recurrir a métodos numéricos para
obtener resultados. Algunas de las primeras soluciones.que se propusieron para este tipo de problemas fué
restringir la scleccion de distribuciones iniciales a familias que facilitaran los calculos y més aun, que
permitieran la obtencion de expresiones cerradas ( las llamadas familias conjugadas ).

Esta restriccion, si bien funciona aceptablemente en una variedad de situaciones y existen resultados que
establecen un grado razonable de genéralidad ( Diaconis y Ylvisaker 1985, por ejemplo ), limita de cualquier
manera la posibilidad de un analisis de sensibilidad completo.

Mis recientemente, el trabajo de investigacion se he dirigido hacia el empleo y el desarrollo de métodos de
aproximacion numérica para el calculo de estas y otras integrales que aparecen en el analisis bayesiano con
el proposito de proveer de. buenas aproximaciones que ademds sean eficientes, de bajo costo y facil
implementacion. Esencialmente se pueden mencionar dos tipos de aproximaciones. Las aproximaciones
deterministicas como por ejemplo, la aproximacion de Laplace o los métodos de cuadratura en sus distintas
variantes. Una buena discusion de estos métodos puede encontrarse en Kass, Tierney y Kadane, 1988,



Por otra parte y es aqui en donde el progreso ha tenido. un muy iniportante impacto no s6lo en los aspectos
computacionales sino también en €l future complieto del andlisis bayesiano, son los métodos estadisticos de
aproximacion. Todos ellos estin basados en algoritmos de simulacion y en una primera etapa estos métodos
utilizaron la idea general de aproximar las integrales de interés con promedios muestrales que convergen a
los respectivos-yalores esperados.

Existen distintas estrafegias para generar observaciones de distribuciones faciles de simular que produzcan
los resultados preyistos. Un recuento de las diferentes técnicas de este tipo se encuentra en Naylor y Smith
1988. Aun asi, las dificultades con problemas que involucran pardmetros de alta dimensionalidad son
considerables y sélo hasta muy recientemente han aparecido otros algoritmes mas potentes basados en la
idea de gencrar observaciones de las distribuciones de interés para, a partir de ellas, aproximar cualquier
tipo de integral, ya sea basada en la distribucion finai completa o de cualquier distribucion final marginal.

M3s ain, la pesibilidad de contar con muestras de la distribucién final de las cantidades de interés, sin
importar la dimension del pardmetro, permite la aplicacion de técnicas del analisis exploratetio para
establecer sus caracterislicas mdas relevantes aun cuando ne se conozca explicitamente su funcion de
probabilidad o densidad. De entre los métodos de este tipo destaca muy especialmente el muestreador de
Gibbs ( Geman y Geman 1984 ). Esta técnica y algunas otras del mismo. tipo, como las descritas en Tanner
1991, se basan en algoritmos iterativos y la investigacion se encuentra actualmente activa con el proposito de
establecer la rapidez de convergencia asi como los volimenes de iteracion adecuados.

Conceptualmente, sin embargo, estos procedimientos, los que. producen muestras .de la distribucion final,
han tenido un impacto mayor. Problemas que tanto desde una perspectiva bayesiana como frecuentista han
sido tradicionalmente considerados intratables o, al menos, complejos, pueden ser ahora abordados con este
enfoque via.simulacion y analisis exploratorio.

Un caso muy interesante es el de observaciones faltantes. Es bien conocido que la pérdida de observaciones
en muchos casos implica un desbalance en la estructura de modelado una de cuyas consecuencias es un

incremento en la complejidad del analisis y con fercuencia la imposibilidad de obtener soluciones explicitas.

de los procedimentos de inferencia. Con la idea de andlisis via el muetreador de Gibbs, y sus similares, las

observaciones faltantes se pueden considerar magnitudes desconocidas, exactamente igual que los

parametros, y ehtonces, sin importar su niimero, puéden obtenerse muestras de la distribucion conjunta final
de los parametros y esas observaciones.

Mis importante aun, es posible obtener muestras de la distribucion final marginal de los pardmetros que
naturalmente incorporan la incertidumbre debida a la ausencia de las observaciones perdidas. Esta idea se
puede aplicar a una variedad de otros problemas complejos como por ejemplo, datos con censura y mezclas
de distribuciones. Estas ideas y otras relacionadas han sido presentadas recientemente por Roberts y Smith
1993,

5. Comentarios finales.

El empleo de los algoritmos numéricos basados en simulacion de muestras de la distribucion de interés,
como ¢l muestreador de Gibbs, para la implementacion de las-1écnicas bayesianas no solamente permite la
consideracion de una gama de variantes para las distribuciones iniciales. Ademas de auxiliar en la
incorporacion del andlisis de sensibilidad como una parte rutinaria de la inferencia bayesiana, establece un
nuevo papel para las técnicas de andlisis exploratorio, ahora aplicadas a la caracterizacion de las
correspondientes distribuciones finales.
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Mias aun, abriendo tedo-un nuevo horizonte para la investigacion y el desarrollo de nuevas técnicas, permite
el tratamiento de preblemas que hasta ahora eran considerados innaceesibles por su grado de complejidad.
Seguramente en los préximos afios apareceran un buen ndmero de contribuciones en la literatura abordando
estos problemas en forma especifica y demandando un soprie nimerico y de simulacion ain més potente, Sin
embargo, la idea del anilisis estadistico como un proceso exploratorio, atin en los casos- de, inferencia
paramétrica completamente modelada queda abierta como una-opcion en el futuro.
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Dos ejemplos de funciones generatrices
utilizadas para realizar inferencia
estadistica

Miguel Nakamura Savoy

Centro de Investigaciéon en Matematicas Apdo. Postal 402,
Guanajuato, Gto. 36000

1 Introduccidn.

Es usual que las funciones generatrices de momentos (mx(t) = Eexp(tX)) y
de probabilidad (p,(t) = E(t¥)), asi como la funcidén caracteristica (Cx(t) =
Eexp(itX)) de una variable aleatoria X, se introduzcan en cursos de pro-
babilidad y estadistica como poderosos instrumentos tedricos que son utiles
para demostrar varios resultados (tales como el teorema central del limite
o la ley de los grandes nimeros). Es menos comin que en estos cursos se
preste atencién al empleo que pueden darse a las versiones empiricas de di-
chas funciones, basadas en observaciones Xj,. .., X,, y definidas por

mu(t) = (1/n) zn: exp(tX;),

3=1
n

pa(t) = (1/n) 3%,

J=1

Calt) = (1/n) 3" exp(itX;),

=1
respectivamente. Dichos conceptos empiricos son casos particulares de los
llamados métodos basados en transformadas estadisticas. Su-utilidad como
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herramientas de inferencia estadistica se fundamenta en el hecho de que las
versiones empiricas pueden aproximar a las funciones generatrices tedricas,
cuando n — oo (ver [3]).

Mediante una amplia coleccién de ejemplos se presentaran aqui algunas
aplicaciones de la funcién generatriz de probabilidad empirica y la funcién
caracteristica empirica en problemas de estimacién, bondad de ajuste, iden-
tificacién de modelos, y estimacién de transformaciones. El propésito es
sefialar el potencial de uso que tienen las funciones empiricas en diversos
contextos, coincidiendo con el desarrollo que se ha registrado recientemente

en esta materia.

2 Funcién Generatriz de probabilidad empi-
rica.

Para una resefia general acerca de ¢,(t), puede consultarse [4]. Aqui hace-
mos solo breves ilustraciones acerca de su utilizacién en diversos problemas
de inferencia estadistica, comenzando con una sencilla técnica exploratoria
grafica, En efecto, la gréfica de la funcién Y, (t) = In(p,(t)) para 0 <t < 1
es un instrumento 1til en la identificacién de la distribucién de una variable
aleatoria de conteo, debido a que la forma de esta funcién posee cualidades
especificas que dependen de la variable. Por ejemplo, si las observaciones
en la muestra poseen distribucién de Poisson, entonces la grifica de Y.(%)
se aproximara a una linea recta. Esta particularidad se debe a que si X
es una yariable aleatoria con distribucién de Poisson con media ), entonces
In(px(t)) = A(t — 1). Otras peculiaridades de la grafica de Y,,(¢) contra t—
relacionadas con la convexidad o concavidad de la misma—permitiran iden-
tificar distribuciones binomiales o binomiales negativas, asf como discretas
de colas pesadas. Por otra parte, la grafica de dos. o mas de estas funciones
construidas con muestras provenientes de distintas poblaciones, permite lle-
var a cabo comparaciones de tipo exploratorio. Un ejemplo de ésto dltimo es
como sigue: supongamos que dos laboratorios distintos realizan conteos e
colonias de bacterias sobre una muestra de medios de cultivo. Es de interés
explorar acerca de la distribucién de tienen los conteos, as1 como determinar
si ambos laboratorios dan lugar a la misma distribucién. Es interesante no-
tar que a pesar de que los datos de. conteo poseen distribuciones que no son



continuas, la funcién Y, (t) es siempre continua, lo cual la hace mas agrada-
ble. En [1}. puede encontrarse otro cjemplo de la utilizacién de ¢, (t) para
identificar distribuciones discretas, en un contexto de contaminacién del aire
a lo largo de las estaciones del afio.

La funcién ¢,(#) ha motivado, por otra parte, varias pruebas analiticas
de bondad de ajuste disenadas para datos de conteo, particularmente para
la distribucién de Poisson. El problema de bondad de ajuste, en esencia
consiste en determinar si a un juego de datos puede atribuirsele una distri-
bucién de probabilidad determinada de antemano. Todas las pruebas tienen
en comun el que aprovechan simultdneamente las propiedades que tiene ¢, ()
como aproximacién de px(t), y las propiedades que tiene la familia de dis-
tribuciones que es de interés (ver lista de referencias contenidas en [4]). Por
ejemplo, como se mencioné anteriormente, cualquier distribucién de Poisson
posee una funcién generatriz de probabilidad que es de la forma exp(A(t—1)),
de modo que si la muestra es auténticamente Poisson, entonces Y,,(¢) deberia
ser una funcién préxima a una linea recta. Esto permite basar un criterio de
bondad de ajuste en una cuantificacién de la medida en que Y (t) dista de
ser una recta como funcién de ¢.

La funcién generatriz de probabilidades empirica también puede em-
plearse en la estimacién de pardmetros en familias de distribuciones discretas.
Supongamos que se ha especificado una familia de distribuciones a través de
funciones generatrices de probabilidades, {¢,(t;0)}, donde 6 varia en cierto
espacic paramétrico, y que el objetivo es estimar . Existen countextos en
los cuales ¢, (t;0) es directamente especificable, mientras que la funcién de
densidad es inaccesible; més aiin, es posible que algin método clasico de es-
timacién tal como méxima verosimilitud, no sea aplicable. Supongamos que
la dimensién de # es p. Un método para estimar § basado en la funcién de
probabilidades empirica consiste en seleccionar p valores t; < t; < ... < t,,
establecer el sistema de p ecuaciones

wn(ti) = @(ti;0),1 < i <p,

y resolverlas como funcién de 6. Esta solucién proporcionia un estimador de
f similar en concepto al métode de momentos, el cual propone ecuaciones
con la igualacién de momentos tedricos y empiricos (estimados). El método
basado en ¢, (t) posee una teorfa asintética en forma cerrada ver [2]), la cual
es auxiliar en la importante pregunta acerca de la seleccién de los valores
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de t en los que debe basarse el método con el fin de obtener estimadores
eficientes. Con estos métodos, se demuestra también que en algunos casos, el
método puede hacerse tan eficiente como el método de maxima verosimilitud,
invirtiendo menor esfuerzo de computo. :
Finalmente, puede mencionarse aqui otro problema de inferencia estadis-
tica que se presta a una solucién basada en ¢,(t) : el llamado problema de
punto de cambio. Este problema consiste en obtener una estimacién del valor
de k, basada en observaciones Xj, ..., X3 que provienen de una distribucién
F, ¥ Xk41,-..,Xn que provienen de una distribucién G-(consultar referencias
contenidas en [4]). Esta situacién se presenta si se tiene conocimiento de
que en algin punto del tiempo de muestreo, haya sucedido algin fenémeno
causante de un cambio en la distribucién de las respuestas observadas; en
fenémenos econémicos y bioldgicos son comunes estas situaciones.

3 Funcion caracteristica empirica.

El siguiente es un ejemplo especifico de como puede utilizarse la funcion C,(t)
para conseguir una solucién no convencional a un problema de estimacidn.
Una propiedad que caracteriza a una variable con distribucién simétrica, .
es que su funcién caracteristica es real. Este hecho puede explotarse para
resolver el siguiente problema: Dadas observaciones Xj,..., X,, estimar el
valor de « tal que la distribucién de X* sea de la forma y + ¢, donde € posee
una distribucion simétrica—no necesariamente normal.

La motivacion para el planteamiento de este problema radica en que este
sencillo modelo describe adecuadamente distribuciones para X que son ses-
gadas, como las que ocurren con mucha frecuencia en fenémenos quimicos
o econdémicos; de hecho, los ejemplos presentados involucran mediciones de
concentraciones de sustancias contaminantes en aguas de desecho industrial.
Con estos datos, se observa que aunque la distribucién de las mediciones
originales no siguen una distribuciéon simétrica, una potencia es capaz de in-
ducir una distribucion simétrica. Con ‘ello, el sesgo en la distribucién de las
mediciones y los datos aparentemente atipicos presentes—se explican con
un mecanismo relativarmente sencillo. En caso de que la transformacién no
sea exitosa en el sentido de lograr una simetria aparente, entonces seria nece-
sario recurrir a alguna distribuciéon mas compleja, posiblemente requiriendo
un mayor nimero de parametros.



El procedimiento (ver [5]) consiste en evaluar la funcién caracteristica
empirica en residuos construidos en distintos valores de «, y examinando
la parte imaginaria de la misma para determinar si puede considerarse que
ésta es cero en todas partes. Més precisamente: para cada valor candidato
del pardmetro a, consideremos los n valores de los residuos rj(a) = X7 —
fi(c), donde fi(a) = (1/n) X}, X§. Considerando la funcion caracteristica
empirica basada en los residuos,

Cp(t;a) = (1/n) é exp(itr;(a)),

se elige a tal que [ Im?(Cn(t;a))d. sea minimo, produciendo asi un esti-
‘mador de la transformacién a simetria. Dicho estimador posee propiedades
‘atractivas que lo hacen competir favorablemente contra otras alternativas.
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CONTRASTE BAYESIANO DE HIPOTESIS PARAMETRICAS

Raul Rueda
Departamento de Probabilidad y Estadistica
IIMAS. UNAM

INTRODUCCION

Supéngase que existe
F={p(X|f,w):0€0,weQ}

una familia paramétrica de distribuciones.
Sea Z = {X1,X3,...,Xn} una muestra aleatoria de F y sean

Fo = {p(X|0,w) : 6 € Op,w € O}

Fi1={p(X|0,w): 0 € O1,w € O}

con Qg y ©; ajenos.

‘Se desea contrastar las siguientes hipétesis

Hy:p(X10,w) € Fy vs. Hy:p(X|8,w) € Fp

o en forma equivalente
Hy:0€0y vs. H:0€0

Existen diferentes soluciones a este problema. Estas soluciones dependen fundamental-
mente de dos consideraciones: el enfoque estadistico y las dimensiones de ©y y ©1. La
selucién que aqui se propone esta dentro del marco fermal de la Teoria de la Decisién.

SOLUCION GENERAL

Sea D = {dy, d;} donde dy es elegir Hy y d elegir H. Sidy < dj significa-que p(X|0,w)
puede aproximarse mas adecuadamente por un elemento de Fy que de Fj.

Dados los axiomas de coherencia, habréa que especificar:
p una distribucién inicial sobre © x Q y v una funcién de utilidad sobre D x © x €
y elegir d* que maximice la utilidad esperada final

//u(d;ﬂ,w)p(—ﬂ,w[Z)dOdw

con p(0,0]2) o p(6,w)p(Z16,).
Asi, dy > dj si

/ / u(dy, 8,w)p(8, w|Z)dbdw > / / u(dy, 0, w)p(8, w|Z)dfdu



SOLUCION PARTICULAR

Puesto que elegir la accién d; significa que la verdadera distribucién de X es aproximada
por un elemento de F;, es natural proponer como parte de la funcién de utilidad a una
medida de la discrepancia entre los dos modelos: el propuesto por H; y el verdadero.

Sea 6(8,w; ;) una medida de la discrepancia entre p(X|0,w) y p(X|6;,w) con 6 € ©.
Intuitivamente, si Oy = {8p},01 = {61} y 6(0,w;81) < 6(8,w; ) seria razonable elegir
a dj.

Definase a u(d;; 8,w) como
u(d; 0,w) = —A§(0,w;0;) + Bicon AcRT y B R (i =9,1)
Si ©; (: = 0,1) contienen sélo un elemento, la maximizacién de la 1tilidad esperada lleva
a rechazar H( si y sdlo si
Eg’wlz{(?(&,w;el) - 6(0,w;00)} < 5111—39.

Si ®; (i = 0,1) contienen a més de un elemento, el procedimiento usual es estimar 6;
en el conjunto ©; definido por la hipdtesis H;, y usar este estimador, por ejemplo 9;, en
lugar de 8;.

Para este nuevo problema de decisién, se propone comc funcién de utilidad a
u(f,w; 6) = —6(6,w; )

por lo que el estimador de § en @i,'éf, es tal que

u(6}) = inf {Ee,ww(b(@,w;éi)) RS @z‘}
Asi, una solucién general para
Hy : 0 € Og vs. Hy:0€0;

es rechazar Hy si y sdlo si

~ - B _
Ee,w|z{5(9,w; 1) - 6(0,w;03)} < _lA_BO

con é;“ las correspondientes soluciones de
u(@?) =-inf{E9’w| £(60,0;0:)) : B € e,}

LA DIVERGENCIA LOGARITMICA COMO EJEMPLO DE UNA FUN-
CION DE DISCREPANCIA

Sea ;
p(X|8,w)

S 74X, 6F €0
p(X1]0*,w)

5(0,w;6") = /p‘(X|0,w)log

19



20

Usando esta funcién de discrepancia, la solucién queda como: rechazar Hy si y sélo si

p(X |63, w) ] B1 — By
E [ X160, w)log B0 g x| « ———2
0,w|Z /P( |0,w) %8 L X|it.0) <=

con 67 las correspondientes soluciones de

ARy — 3 / p(Xla’w) } ;
ulf) = ol / p(a,w[Z){' [ p(x10,)log i X o

FAMILIA EXPONENCJIAL REGULAR

Sea X una variable aleatoria cuya densidad pertenece a
F= {p(xw) — a(0)B(X) exp6(X) : 8 € @}

con © = {6 € R : a(f) € R} no vacio y abierto.
Supéngase que p(8) oc a™0(#) exp(6t) y sea Z = {X1,X»,...,Xn} una muestra aléatoria
de la distribucién de X. Finalmente, supéngase las siguientes hip6tesis

Hy:0€0qvs. H : 0 €0,

con @, ©1 subconjuntos ajenos de O.

En este caso

o 0 PR 0 ‘ ~
Fojz/(6(0;0)) = 5.~ log H(n, 1) ~log a(d) + H'{l + g Hn, 1) -5}
con H(n,t) la constante de proporcioualidad en p(6) (p(0|Z)),n; = np+nyty =
to + f: t(X;), y entonces se rechaza Hy siy sélo si
=1

donde 7 son las correspondientes. soluciones de

0 o
——loga(f;) = —
0b; )=
de aquf es facil demostrar que estas soluciones coinciden con las medas de las distribu-
ciones finales restringidas a @;, (2= 0,1).
Si las mismas hipétesis fuerdn consideradas, la solucién por cociente de veresimilitudes

generalizadas es )
i PN L ,
tog 20U 1 (0, i) - 3~ 1) > &
a(6o) n

i=1



El estimador 9, es la solucién de la ecuacidén
9 = loga(fyi) = Zt
Top; Y T h

as, si ng = tg = 0, 4.e. usando una distribucién limite, posiblemente no informativa, se
tiene que

F =‘9,‘ (=0,1)
y las soluciones “coinciden”.

Un tipo de hipétesis ha merecido especial atencién en la literaturas;
Hy:0=0qvs. Hy:0+£86

en donde ademds se supone que

P(0 =00) =py p(6 #60) = (1- p)g(6) con p € (0,1) y [ g(6)d8 = 1

Dentro de la familia exponencial y usando la divergencia logaritmica, se tiene que

6(6,0) = lggg + (8= B)u(6) con u(8) = Exyp(t(X)

lo que implica que Hy-: 6.= 0 sera rechazada si

\_/

g 2y + 05 = FEpu(0) < 2520

v

con 0* € 0, tal que ﬂ( T) = Egz(1(8)) para cualquier distribucién inicial p(6).
Supéngase que

p(0) = ZH,g conZl’I—11'[>0y/g,(0d0~-l\fz€l];c

i=1 i=1
entonces
p(8|Z) = Z M;9:(812)
1=0
con
;9;,(Z
1= B g 017) o i0)p(210) y 0i(2) = [ 021000 v €
'21 I;9:(Z)
1=
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-y aaemas

k
Eojz(u(0)) = 2, [ w@)g:(612)do

En resumen, usando la divergencia logar{tmica y dentro de la familia exponencial, el
procedimiento es

a. Encontrar E(u(6))
b. Resolver la ecuacién u(6*) = Eg|z(u(6))

c. Decidir rechazar Hy si log %% (56‘ - éT)EalZ(N(O)) < g’ﬁ—&l
1

CONCLUSIONES

El procedimiento presentado tiene la caracteristica principal de uniformizar el contraste
bayesiano de hipétesis paramétricas y bajo ciertas condiciones, reproduce la solucién
clisica. Posiblemente la tnica dificultad que presenta es la eleccién de las constantes
A, By y By que aparecen en la funcién de utilidad.
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CARACTERIZACION DE LAS PRUEBAS PARA CAUSAS ESPECIALES
EN LAS CARTAS DE CONTROL p Y np
Osvaldo Camacho Castillo!

Humberto Gutiérrez Pulido!

Las ocho pruebas mAs usuales para detectar cambios especiales en las
cartas de Shewhart se han derivado a partir del supuesto de normalidad
e independencia de los datos generados por el proceso (Western
Electric, 1958). Existen varios estudios sobre el desempefio de las ocho
pruebas para cartas X-R, (Schilling and Nelson,1976; Champ & Woodall,
1987, por ejemplo). Sin embargo, este no es el caso para las cartas de
atributos. Las mids de las fuentes bibliogrdficas se limitan a dar
recomendaciones de indole general, por ejemplo:

Western Electric(1958) dice "En las mas de las cartas donde los
limites de control son razonablemente simétricos, es suficientemente
seguro aplicar. las pruebas esténdar".

Nelson(1987) recomienda ''Las pruebas 1, 5 y 6, pueden ser usadas
en las cartas p, np, ¢ y u. También la prueba 2, si las distribuciones
son suricientemente simétricas. Use las tablas de la distribucién
Binomial o Poisson para verificar situaciones especificas".

Montgomery(1991) presenta las pruebas de manera general para las
cartas de control de Shewhart, y no asume una posicidn explicita sobre
cuadles se deben usar en la cartas p.

Besterfield(1990) sefala "Un estado de control para una carta p es
tratado de manera similar a lo descrito para cartas de control para
variables'", en donde se presentaron las pruebas estandar.

Como se puede apreciar, en las recomendaciones hay ambigliedades,

omisiones y contradicciones, y lo que es peor, algunas estdn equivoca-
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das, como lo veremos mis adelante. Lo anterior puede provocar que el
usuarios de las cartas de control aplique indiscriminadamente las
pruebas y eso lleve a declarar con frecuencia que el proceso estuvo
fuera de control estadistico, cuando en realidad no ocurrid asi.

En este trabajo se presenta los resultados de un. estudio de la

significancia de las pruebas estandar aplicadas a las cartas p y np.

METODOLOGIA

Para las pruebas se calculd la probabilidad de que mediante éstas se
detecte una senal de falta de control cuando en realidad el proceso no
ha cambiado, es decir, se calculd el valor de la a para distintos
valores de los parametros (n,p) de una distribucidén binomial. Para las
pruebas 1 a 4, 7 y 8, el calculo se hizo de manera exacta, mientras que
para las pruebas 6 y 7, se estimd la probabilidad mediante el método
Monte Carlo. Para evaluar la magnitud de las a encontradas se tomd como

punto de referencia las de cada prueba bajo el supuesto de normalidad.

RESULTADOS

A continuacién se presentan los resultados encontrados en funcidn de

2000 valores de np, distribuidos entre 0.1 v 50, p<=0.5.

PRUEBA 1. UN PUNTO FUERA DE LOS LIMITES DE CONTROL. Bajo el supuesto de
normalidad esta prueba tiene una significancia (sig.) de 0.00135 por
cada lado de la carta.

Esta prueba aplicada al LADO INFERIOR de la carta p no tiene
problemas, ya que en general se logran a<0.00135. Se detectaron casocs
aislados que superan tal sig., pero son menores que 0.002.

En el LADO SUPERIOR de la carta p, la aplicacidén de la prueba 1
presenta o altas, ain con valores grandes de np se dan casos donde

a>0.00135, ver figura 1. Significancias menores que 0.005 se logran a
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partir de np>10, La «=0.002839 y S=0.002508; el 95.4% tiene valores de
a>0.00135; el 77.5% de a es menor que 0.003.

PRUEBA 2. DOS DE TRES PUNTOS EN LA ZONA A. Bajo el supuesto de
normalidad, la significancia de esta prueba para un solo lado de la
carta es de 0.001075.

En el LADO INFERIOR la prueba 2 trabaja con a ligeramente mayores
que el caso normal; ®=0.000911 y $=0.000414, y sb6lo por excepcidn se.
tiene a>0.0025. Con lo que esta prueba aplicada a la parte inferior -no
generara demasiadas falsas alarmas.

En el LADO SUPERIOR la prueba 2 es muy poco segura ya que tiene en
general significancias altas, sobre todo en valores de np menores que
6. Se obtuvo una ®=0.002005 y S=0.001613; sbdlo el 8% de las com-

binaciones de np tuvo una a<0.00107, el 63.6% son menores que 0.002.

PRUEBA 3. CUATRO DE CINCO PUNTOS EN LA ZONA B O MAS ALLA, SIN SALIRSE
DEL LIMITE DE CONTROL. Bajo el supuesto de normalidad, la significancia
de esta prueba para un solo lado de la carta es de 0.0027.

En el LADO INFERIOR la prueba 3 genera a>0.0027. La &« fue de
0.003076, S=0.003184 y max=0.053. E1 47% de los casos tiene una a mayor
que 0.0027, el 8% rebalsa la sig. de 0.005.

En el LADO SUPERIOR la prueba 3 genera a moderadamente mas altas
que el caso normal, sobre todo en valores de np>3. Se obtuvo una

«=0.002740 y S=0.001706. E1 57% de los casos se tiene que a<0.0027.

PRUEBA 4. OCHO PUNTOS CONSECUTIVOS DE UN SOLO LADO DE LA LINEA CENTRAL,
SIN SALIRSE DE LOS LIMITES DE CONTROL. Bajo el supuesto de normalidad,
la a de esta prueba para un solo lado de la carta es de 0.003822.

En el LADO INFERIOR la prueba 4 tiene problemas serios con np<1,

en este caso se tiene ®=0.4635. Para np>=1 las significancias siguen
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siendo grandes, sobre todo para valores de np<10, ver figura 2 . Law
de 1978 casos de np>=1 fue de 0.005145 con S=0.004241.

En el LADO SUPERIOR la prueba 4 trabaja con significancias mas
altas que la normal, sobre todo con np<10. Se tiene «=0.003104,

S$=0.00168 vy max=0.01808; el 33% de los casos tiene a>0.003822.

PRUEBA 5. SEIS PUNTOS CONSECUTIVOS EN AUMENTO O DISMINUCION. El estudio
Monte Carlo muestra que esta prueba no tiene problemas de exceso de

falsas alarmas, ya que «=0.000059, S=0.000112 y max=0.0007.

PRUEBA 6. CATORCE PUNTOS CONSECUTIVOS ALTERNANDO ENTRE ALTOS Y BAJOS.
Las 10,000 simulaciones para cada uno de los 2000 valores de np,
muestran que esta prueba no tiene problemas de exceso de falsas

alarmas, ya que a=0.001085, S=0.001001 y max=0.0052.

PRUEBA 7. OCHO PUNTOS CONSECUTIVOS A AMBOS LADOS DE LA LINEA CENTRAL
CON NINGUNO EN LA ZONA C. Bajo el supuesto de normalidad, la sig-
nificancia de esta prueba es de 0.000103.

Se tienen problemas serios en np=1, ya que &=0.01. En el resto de

valores de np no hay problemas. Se obtuvo «=0.000162, S=0.000749.

PRUEBA 8. QUINCE PUNTOS CONSECUTIVOS EN LA ZONA C, ARRIBA O ABAJO DE LA
LINEA CENTRAL. Bajo el supuesto de normalidad, la significancia de esta
prueba es de 0.003254.

Con mucha frecuencia se tienen significancias mis altas que la
normal. Presenta problemas muy serios de falsas alarmas con np<1. En
general, se obtuvo «=0.00677, S=0.024098 y max=0.355; el 20% tiene a
menores que 0.002; el 50.8% tienen sig. mayores que 0.0032. Asi, en

general esta prueba no es confiable salvo para algunos valores de np.
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CONCLUSIONES

Es riesgoso aplicar las ocho pruebas a las cartas p, ya que para
ciertas combinaciones de np, se tendrdn falsas alarmas frecuentemente.
De la descripcidn del desempefio de cada prueba que se presentd
anteriormente, se puede ver que los mayores riesgos se presentan cuando
se aplica la prueba 1 y 2 al lado superior, con ciertas combinaciones
de np<10, y cuando se aplica la prueba 3, 4 y 8 para todo valor de np
(en combinaciones especificas). En los casos descritos antes.a medida
gue np es mas pequenios el riesgo se incrementa.

De lo anterior se concluye que la aplicacidn indiscriminada de las
pruebas estandar a la carta p (o np), producira una mayor cantidad de
falsas alarmas que en las cartas para procesos con distribucidén normal.
Esto estd en contradiccibén con las recomendaciones de Besterfield(1990)
y Western Electric(1958). Si bien la afirmacidén de Nelson(1987) es

correcta para las pruebas 5 y 6, no lo es para la prueba 1.
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Pruebas no paramétricas de homogeneidad
para K muestras multivariadas!

Mario Cortina Borja
Departamento de Estadistica y Actuaria
Instituto Tecnolégico Auténomo de México
Rio Hondo 1, San Angel, México 01000 D.F.
cortina@gauss.rhon.itam.mx

1 Introduccién

Las dificultades encontradas al extender el concepto de orden para espacios con dimensién
mayor que uno son la causa de la falta de generalizaciones de pruebas no paramétricas a
problemas multivariados.

Una alternativa a una lista ordenada de valores muestrales para el caso multivariado consiste
en asociar cada observacién con otros individuos que se consideren cercanos a ella. Una
forma natural de establecer cercania entre observaciones multivariadas es el uso de graficas
basadas en matrices de disimilaridads.

La idea central es anédloga al condicionamiento en las estadisticas de orden en el que se
basan las pruebas no paramétricas univariadas mas conocidas. En el caso multivariado
se condiciona en las aristas que definen a una grifica generada a partir de una matriz de
disimilaridads. Las estadisticas de prueba estardn basadas en el nimero de aristas definidas
por observaciones provenientes de muestras diferentes.

En este trabajo presentamos algunas generalizaciones de pruebas no paramétricas para pro-
bar la hipétesis de homogeneidad en K muestras multivariadas contra alternativas generales.
Supondremos que hay n =ny 4+ na + -+ + ng observaciones.

Este planteamiento general del problema puede utilizarse para establecer si varias muestras
son diferentes con énfasis especialmente en los extremos de cada muestra. En el caso
multivariado resulta dificil dar caracterizaciones precisas de alternativas especificas. Esto
es lo contrario de lo que sucede con datos univariados donde es natural proponer alternativas
referentes a, por ejemplo, el orden de las localizaciones de las I poblaciones analizadas.
En la siguiente seccién presentamos algunas grificas que pueden utilizarse para representar
relaciones de cercania en datos multivariados. Posteriormente explicames cémo se obtienén
las estadisticas de prueba y sus distribuciones. Finalmente mencionamos muy brevemente
algunos resultados referentes a la potencia de pruebas de esta clase.

2 Graficas basadas en matrices de disimilaridads

Todas las graficas mencionadas en esta seccién tienen por nodos a las n observaciones; sus
aristas estdn ponderadas por alguna medida de disimilaridad d. Por facilidad supondremos
que d(z;,z;) # d(z, 1) para toda ¢, 7, k;l. Este supuesto es equivalente a suponer que no
hay empates en datos univariados. Cabe mencionar que es posible modificar las estadisticas
de prueba para considerar el caso en que posiblemente haya empates en las disimilaridades.

!Resumen de la ponencia presentada en el VIII Foro Nacional de Estadistica, Aguascalientes, 1993
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Para una discusién més completa de los algoritmos necesarios para calcular estas graficas
véase el trabajo de Cortina Borja (1992).

2.1 Graéficas de vecinos mds cercanos

El n- VMC del punto z; es el punto z; tal que d(z;,zx) < d(z;, ;) para exactamente n — 1
valores de k, con 1 < k< nyk+#i7j. Lan-grdfica de VMC se obtiene ligando los puntos
que son VMC de orden m, con . 1 <m < n.

2.2 Arboles ortogonales de longitud minima

Un drbol es una gréfica conexa y sin ciclos. Un drbol de longitud minima (ALM) es tal que
la suma de las ponderaciones de las aristas es. minima entre todos los arboles que es posible
definir para los n nodos. Si hay n observaciones entonces un ALM tiene n — 1 aristas que
representan parejas de observaciones que pueden considerarse cercanas entre ellas.

Dos gréficas son ortogonales si tienen el mismo conjunto de nodos pero la interseccién de
sus conjuntos de aristas es vacia.

Entonces el 2-ALM es la unién del 1-ALM y el ALM obtenido minimjzando su longitad
total si se eliminan las aristas incluidas en el 1-ALM. En general, un n-ALM es la unién
de los primeros (n — 1)-ALM y el ALM obtenido sin incluir ninguna arista perteneciente a
ALMs obtenidos previamente.

2.3 Graficas de vecindad relativa

Una posibilidad para considerar una grifica de vecindad relativa (GVR) es la siguiente,
debida a Toussaint (1980):

z; y ¢; definen una arista de la GVR sf y sélo si
d(zi,a;) < E;agxma,x[d(zi,m),d(zj,zk)]
i

Intuitivamente esto significa que dos observaciones estin ligadas en la GVR si estdn al
menos tan cerca entre ellas como lo estin con respecto a cualquier otra observacién.
En espacios euclideanos, la siguiente definicién es equivalente:

z;, ¢; forman una arista en la GVR si y sélo sf la interseccién de las hiperesferas
abiertas con radios d(z;,;) centradas en z; y z; nc contiene a ninguna otra
observacidn.

Lefkovitch (1985) propuso una generalizacién para construir G VR ortogonales de érdenes
superiores que puede expresarse como

Las aristas de n-G'VR con n > 1 ligan puntos que no estaban ligados en GVR
previas y que tienen al menos un vecino relativo tienen al menos un vecino
relativo de orden menor comtn.



2.4 Graficas de Gabriel

Esta grafica fue propuesta primeramente por Gabriel and Sokal (1969) para definir conexi-
dad en un coniunto de regiones geograficas. Su definicién es como sigue:

z; and «; definen una arista en GG si y-slo s la hiperesfera abierta con didmetro
d(zi,z;) y centrada en el punto medio del segmento que une a z; con z; no
contiene a ninguna observacién.

Esto es equivalente a decir que z; y z; definen una arista en GG siy solo si

& (zi,25) < & (zi,28) + d° (5, 71)

para toda k-# i, ].
Es posible usar la generalizacién de Lefkovitch para obtener una sucesién de G'Gs ortogo-
nales.

3 Generalizaciones de la prueba de rachas multivariadas
para K muestras

3.1 Coeficientes de correlacién generalizados

Los métodos estadisticos basados en rangos constituyen procedimientos alternativos al en-
foque paramétrico cldsico para probar la hipdtesis nula de homogeneidad para K pobla-
ciones:

Ho:Fx, = Fx, == Fx,.

En este trabajo consideraremos hipétesis alternativas generales. A continuacién presenta-
mos la generalizacién de la estadistica de rachas multivariadas de Friedman—Rafsky (1979)
para K muestras. La teorfa que utilizamos es la de los coeficientes de correlacién general-
izados.

Considere una muestra (X;,Y;),t = 1,---;n de pares ordenados y sean a;j,b;; funciones
para cada par (i,7) de observaciones X y Y respectivamente. Entonces, sin incluir una
forma de estandarizacién especifica, un coeficiente de correlacién generalizado (CCG) es de
la forma

n n
T=3 2 aibi (1)
i

Si condicionamos sobre los valores observados de X y Y es posible probar la hipétesis nula
de no correlacién ordenando el valor observado de T respecto a la distribucién de

T(7r) = Z Zaij bTr(i) *(5) (2)
z 2
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donde 7 es una permutacién de los enteros {1,--+,n}. Este procedimiento es adecuado
puesto que bajo la hipdtesis nula de no correlacién entre X y Y todas las permutaciones
(las parejas (X,Y)) son igualmente probables. Esta distribucién permutacional determina
si el valor observado de I' es significativo.

La ecuacién 2 proporciona la forma de calcular la distribucién permutacional nula de T.
Daniels (1944) da condiciones generales para establecer la normalidad asintética de una
amplia clase de CCGs. La traduccién de las condiciones de Daniels al contexto de teoria
de gréficas impone algunas restricciones sobre la topologia de las graficas. Sin entrar en
detalles técnicos, es posible afirmar que estas condiciones se refieren-a que las gréficas
deben ser asintéticamente densas, i.e. deben contener una proporcién alta de las aristas de
la gréfica completa. Para asegurar esto es suficiente ver que el grado de cada nodo crece
linealmente con n. Es posible mostrar que atin si las grificas no son asintéticamente densas
se logra la normalidad asintética bajo ciertas condiciones bastante generales. Los detalles
técnicos estan en Cortina (1992).

3.2 Pruebas de homogeneidad

En el contexto de pruebas de homogenidad, la falta de correlacién se refiere a las relaciones
entre cercanfa en el espacio multivariado X y cercania entre las identidades muestrales Y.
Si ambas variables estén positivamente correlacionadas entonces habrd evidencia de falta
de homogeneidad entre las K poblaciones.

Sea Gx una gréfica construida a partir de una matriz de disimilaridad definida sobre las
observaciones X en la muestra conjunta y sea Gy = Uﬁ:llan, donde K, es la gréfica
completa formada ligando todas las observaciones en la j-ésima muestra; i.e. sus aristas
estan definidas por nodos de la misma muestra. Esto nos permite escribir la estadistica de
prueba como un CCG entre puntos que definen aristas en Gx (que son puntos que deben
estar cerca en el espacio de las observaciones) e identidad muestral. Para esto definimos a

a;j como 1 si los nodos ¢ y j forman una arista en Gx y como 0 en otro caso; las funciones

b;; se definen del mismo modo para las aristas de Gy.

Supongamos que tenemos observaciones de K poblaciones con tamafios muestrales ny, ng, - -
con distribuciones Fyx,, sz, -++, Fx .. El tamafio de la muestra conjunta es n = Zf:rnj-
Sea la v.a. Z; definida como

1. siie Gy 1<i<ex

Zi = 0 e.o.c.

siendo ey el nidmero de aristas de Gy, de manera que el nimero de aristas en Gx N Gy es

1 ™ ex
Tr =3 EECL,'J' bi; = ZZ,‘ (3)
i=17=1 i=1

Bajo Hy no deberfamos observar una correlacion alta entre los nodos que definen aristas en
Gx vy aquellos que lo hacen en Gy . Entonces, los valores de T'g que llevarian a rechazar Hg
serdn relativamente grandes.

Cualquiera de las graficas mencionadas en la seccién 2 es adecuada para probar la hipétesis
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de homogeneidad. Sin embargo la potencia de la prueba dependerd de la clase de grifica
seleccionada.

Para obtener el momento de orden r para Tpg es necesario condicionar sobre todas las
configuraciones que pueden formarse con r aristas diferentes;en general, el 7-ésimmo momento
puede expresarse en términos de

ex Ir
Y. E(ZyZi-Zi)= ) tm PrE(Zy Z - Zi,) = 1| Dp]
13 <<ty m=1

donde g, es el nimero de subgréficas que es posible formar con 7 aristas diferentes y gy, es
el ndmero observado de la subgrifica de tipo m (D) que consiste de r aristas diferentes
en Gx. Para el primer momento no hay mds que una subgrafica con 1 arista. El segundo
momento involucra dos subgrificas con dos aristas: una en la que estas comparten un nodo
y otra en la que no lo hacen. Para los momentos de orden 3 y 4 los nimeros de subgréificas
necesarias son 5 y 11, respectivamente.

Las probabilidades

Pr(Z, Zi, --- Z;, =1|Dy]

pueden expresarse como funciones de los tamafios de muestra ny,---,ng. Los detalles se
desarrollan en Cortina y Robinson (1993). Desgraciadamente, el cdlculo de los coeficientes ¢;
necesarios para obtener el tercero y el cuarto momento de I'g puede ser computacionalmente
muy costoso. Al contrario con lo que ocurre para los primeros dos momentos no hay forma
alguna de obtener estos coeficientes con una funcién simple del conjunto,de grados de los
nodos en Gyx.

La dnica posibilidad consiste en utilizar enumeracién directa para las distintas configura-
ciones observadas en Gx. Esta labor puede efectuarse para grificas poco densas, es decir,
con relativamente pocas aristas o bien en graficas que tienen un grado mdximo D} que es
una funcién que depende dnicamente de la dimensién p del espacio de las observaciones y
que estd acotada independienteiente de n, de tal suerte que D; < n. En cualquier caso,
el nimero de operaciones necesarias.en el procedimiento de enumeracién para obtener el
r-ésimo momento es a lo mas proporcional a la 7-ésima potencia del grado méximo obser-
vado en Gy. Como esta cantidad puede ser en muchos casos de casi el mismo orden de
magnitud de, por ejemplo, /2, la carga computacional puede ser demasiado pesada. Sin
embargo, para tamafios de muestra moderados estos cdlculos son factibles. Los detalles
coimputacionales y los algoritmos necesarios pueden verse en Cortina (1992).

Una vez obtenidos los primeros cuatro momentos de I'r es posible aproximar su distribucién
nula utilizando curvas de Pearson. El algoritmo propuesto por Davis y Stephens (1983) es
muy til para obtener los percentils mas comunes de la densidad de Pearson correspondiente.
Como se mencioné en la subseccién anterior, es posible obtener una muestra de la dis-
tribucién permutacional nula o establecer normalidad asintética para I'r con el fin de
construir pruebas. de significancia. Ambos enfoques son computacionalmente simples. Sin
embargo, no es.facil determinar un nimero de permutaciones muestreadas para que la dis-
tribucién permutacional nula esté bien representada, particularmente en sus extremos. Lo
mismo sucede con los tamafos de muestra n que garanticen la normalidad asintética. El
uso de curvas de Pearson es un camino adecuado para aproximar la distribucién nula de I'p.
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Finalmente, mencionaremos que las pruebas basadas enTp tienen. buena. potenma aun para
tamafios de muestra pequefios y datos con alta dlmensmnahdad Varios resultados que
apoyan lo anterior aparecen en Cortina y Robinson (s/f). T U
Ciertamente estas pruebas no paramétricas son una excelente altelnatha para, las pruebas
clésicas multivariadas basadas en cocientes de verosimilitud en las que los supuestos pueden
ser tan dificil de probar (o aiin mds) que la misma hipétesis de interés.
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RESUMEN

En décadas anteriores, la informacién que resultaba de los censos se difundfa po} medio de tabulados
impresos que sélo contenfan identificadores y cifras. Este tipo de productos cubrio cicrto espectro de
necesidades; sin embargo, en ellos no resultaba sencillo reflejar una clara relacion entre la informacién generada
y el espacio geografico que le di6 origen. En cste orden de ideas, es importante recordar que todo dato estadfstico
nicamente cobra sentido al referenciarse a un punto en el tiempo y en el espacio, a un cuéndo y un dénde; el
cuando lo dan los calendarios, el donde la cartograffa. Para salvar parcialmente dicha problemaitica, los
tabulados impresos eran complementados con cartas temiticas, las cuales apenas contemplaban los in-
dicadores m4s importantes, sobre todo porque éstos eran trabajos totalmente manuales.

En el Instituto Nacional de Estadistica, Geograffa e Informética (INEGI), la implementacién de nuevas
tecnologfas ha devenido en el desarrollo de nucvos productos, entre los cuales se encuentra un sistema
para microcomputadoras que permite al usuario rclacionar la Informacion Censal con su correspondiente
Espacio Geografico: ¢l Sistcma para la Consulta de Informacién Censal (SCINCE).

El Sistema para la Consulta de Informaci6n Censal es un producto cuyo objetivo esencial es ofrecer a los
usuarios de la informacién censal un software que, de manera 4gil ¢ interactiva, permita obtener el mayor
provecho posible de los resultados que arrojan los diversos censos, valiéndose bara ello, de Informaci6n
tanto Geografica como Estadistica, y de la mutuarelacién que existe entre ambas. Asf, el SCINCE permite analizar
la distribuci6n- y el comportamicnto de la Informaci6n Estadistica en el espacio al cual pertenece, ubicindolo
como un instrumento gencrador de nueva informacién.
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Concebido como un sistema interactivo, el SCINCE pucde ser mancjado por cualquier usuario de
microcomputadoras, ya que para su operacion no es neccsario ser un especialista en informitica, sino tan solo
descar conocer la rclacion Gréfico-Estadistica de la informacién.

A fin de alcanzar su objetivo, el SCINCE se disei6 para:

- Permitir la definicion de la Unidad Geogréfica que seré sujeta a estudio asi como del Indicador Censal que
ser4 analizado en la unidad elcgida.

- Permitir visualizar la Unidad Geogréfica definida y analizarla a través de acercamientos  sucesivos, de
recuperacion de acercamientos previos y de desplazamientos; asf como la localizacién gréfica de alguna
Subunidad Geografica por medio de su clave.

- Relacionar la informacion cstadistica con el espacio geografico al cual pertenece y representar tal relacién
grificamente, con la gencracion de un plano tlemitico, que para su construccién es posible detcrminar de dos a
siete intcrvalos, lo cual asociado a una escala cromiética o de achurédos, permite mostrar las variaciones en
la distribucion cspacial dc la informacion, sicndo posible establecer libremente la dimensién de cada intcrvalo.

- Prescntar, en graficas de barras, la variacién cuantitativa dc la informacion, con la finalidad de analizar
¢l comportamiento del Indicador Censal cn estudio, dentro de la Unidad Geografica seleccionada.

- Definir Indicadores Censales Compuestos mediante operacioncs mateméticas entre los Indicadores Cea-
sales.

- Producir impresiones de los graficos y tabulados por medio de:
* Impresora dc Matriz de puntos (configurada co modo EPSON).
* Impresora Laser.
* Impresora Paint Jet.
* Periférico que utilice c6digo HPGL.

- Producir, tanto en pantalla como en papcl, reportes de totales de la informacion relativa a cada Unidad
Geogréfica, asi como reportes del Indicador Censal elegido o del Indicador Compuesto construido.

- Importar Informacion Estadistica propia del usuario.

- Permitir la operacion matematica cotre Indicadores Censales de archivos de informacién independientes.

-Exportar la Informacion Cartografica original a formato DXF.

-Exportar la Informacioa Estadistica original a formato ASCII delimitado.

-Exportar la Informaci6n Estadistica, resultado dc la operacion matematica eotre los Indicadores Censales a
formato ASCII delimitado.
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ELEMENTOS UTILIZADOS ruk EL SCINCE

Para su funcionamicnto, ¢l SCINCE se apoya en dos Elementos Fundamentales; el Cartografico y el
Estadistico.

El Elcmentc Cartografico
Con respecto a este clemento, sc maniejan tres niveles de cobertura:
- Nacional :
Por estado, dondc cada cstado ¢s una Subunidad Geografica.
Por municipio, donde cada municipio ¢s una Subunidad Geogrifica.
- Estatal por municipio, dondc cada municipio es una Subunidad Geogrifica;y

- Localidad Urbana por Arca Geoestadistica Basica (AGEB); donde cada AGEB es una Subunidad
Geogréfica.

Estos niveles de cobertura ticnen su expresion fisica en la formulacién de Unidades Geogréficas y Sub-
Unidades Geograficas. Sc cntiende por Unidad Geografica al conjunto de Subunidades Geograficas que ticnen
por objetivo la representacién por zonas de los resultados producidos por los diversos proyectos censales.

El SCINCE representa cl territorio nacional en tres niveles de Unidades Geograficas:
1. Pafs
2. Estado
3. Localidad
Los limites de las Unidades Geogréficas corresponden a los establecidos por la Cartograffa Censal, y no
nccesariamente a los Politico-Administrativos. Cada Subunidad Geogréfica tiene identificadores socio-
ccon6micos que pueden ser facilmente cuantificados y representados en planos y gréficas.

El Elemcnto Estadistico

El elemento estadistico, estd conformado por los datos numéricos producidos por la actividad censal
para cada nivel de cobertura y para cada Subunidad Geogriéfica, y son precisamente cstos datos los que, por
medio del SCINCE, pucden referirse a su cspacio geografico correspondiente.

INDICADORES CENSALES

Los indicadores utilizados en cl sistema son 71, derivados del XI Censo General de Poblacién y Vivienda,
1990, y son el contenido de las publicaciones de datos por AGEB Urbana. Su clave se compone de la letra "P"
scguida de dos digitos dcl 01 al 71, como pucde observarse a continuacion.
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DESCRII_’CION DEL- INDICADOR
Poblacién Total

Pob.
Pob.
Pob.
Pob.
Pob.
Pob.
Pob.
Pob.
Pob.
Pob.

Pob.

.Femenina

de 5 afios. y mds

de 6 afios y més
de 12 afios y méds
de 15. afios y més
de 16 afios y més
de 18 afios y més
de 35 afios y més
de 65 afios y mds

Nacida en la Entidad

Nacida fuera de la Entidad

de 5 afios y mds Residentes en la Entidad en 1985
de 5 afios y mas Resid. fuera de la Entidad en 1985
de 5 afios y mas Catélica

de 5 afios y mds No catélica

de 6-14 afios que Saben Leer y Escribir

de 15 afios y mids Alfabeta

de 6-14 afios que Asisten a la Escuela

de 15 afios y mds sin Instruccién

de 15 afios y mds con Primaria Completa

de 15 afios y mds con Instruccién Postprimaria
de 15 afios y mas sin Instruccién Media Bésica
de 15 afios y mids con Secundaria Completa

de 15 afios y mas con Educacién Postmedia Bésica
de 18 afios y mas sin Educacién Media superior
de 18 afios y mis con Instruccién Superior

de 18 afios y mds sin Instruccién Superior

de 12 afios y mds Soltera

de 12 afios y mas Casada
Femenina de 12 afios y més

Promedio de Hijos Nacidos Vivos
Promedio de Hijos Sobrevivientes

Pob.’
Pob.
Pob.
Pob.
Pob.
Pob.
Pob.
Pob.
Pob.
Pob.
Pob.
Pob.
Pob.
Pob.
Pob.

Econémicamente Activa Ocupada

Econémicamente Activa Desocupada

de 12 afios y mds Estudiante

de 12 afios y mas Dedicada a Quehaceres del Hogar
ocupada en el Sector Secundario

ocupada en el Sector Terciario

oOcupada como Empleado u Obrero

oOcupada como Jornalero o Peén

Trabajadora por Cuenta Propia

Ocupada que Trabajé hasta 32 hrs. en la Semana
Ocupada que Trabaj6 de 32-40 hrs. en la Semana
ocupada que Trabaj6 de 41-48 hrs. en la Semana
ocupada con menos de un S.. M. Mens. de Ingreso
ocupada con mds de 1 y hasta 2 S. M. Mens. de Ingr.
Ocupada con mids de 2 y hasta 5 S. M. Mens. de Ingr.

viviendas Particulares Habitadas

Viv.
viv.
viv.
viv.
viv.
Viv.
viv.
Viv.
viv.
Viv.
Viv.
viv.
Viv.
Viv.
viv.
Viv.
viv.
Viv.
Viv.
Viv.
viv.
Viv.

Part. con Techo de Losa

Part. con Techo de Limina de Asbesto, Cartén o Met.
Part. con Paredes de Tabique

Part. con Paredes de Madera

Part. con Paredes de Adobe

Part. con Piso de Cemento

Part. con Piso de Mosaico, Madera u otros Recubrim.
Part. con 1 Cuarto

Part. con 2-5 Cuartos

Part. con 1 Dormitorio

Part. con 2-4 Dormitorios

Part. con Cocina Exclusiva

Part. con Cocina No Exclusiva

Part. que usa Gas para Cocinar

Part. con Drenaje Conectado a la calle
Part. con Drenaje Conectado a Suelo o Fosa
Part. que Disponen de Energfa Eléctrica
Part. con Agua Entubada a la vivienda
Part. con Agua Entubada en el Predio

Part. con Agua en Llave Piblica

Part. Propias

Part. Rentadas

INEGI, MEXICO

CLAVE
POl
P02
P03
P04
P05
P06
P07
PO8
P09
P10
P11
P12
P13
Pl4
P15
P16
P17
P18
P19
P20
P21
P22
P23
P24
P25
P26
P27
P28
P29
P30
P31
P32
P33
P34
P35
P36
P37
P38
P39
P40
P4l
P42
P43
P44
P45
P46
P47
P48
P49
P50
P51
P52
P53
P54
P55
P56
P57
P58
P59
P60
P61
P62
P63
P64
P65
P66
P67
P68
P69
P70
P71
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PRODUCCION DE INFORMACION ESTADISTICA DEMOGRAFICA
Y SOCIAL

REGISTROS ADMINISTRATIVOS

Los registros administrativos constituyen, junto con los censos y las encuestas, las fuentes de
informacion basicas del Sistema Nacional de Informacién Estadistica; en ellos se asienta de
manera continua informacion demografica, econémica y social.

En el marco de la Ley de Informacién Estadistica y Geogréfica (LIEG) se encuentran los
principios y las normas juridico-administrativas mediante las cuales las dependencias y entidades
de la administracion publica federal deben ejercer las funciones que les corresponde, como
partes integrantes de los Servicios Nacionales de Estadistica y de Informacion Geografica.

El Servicio Nacional de Estadistica comprende, entre otros aspectos: la generacién de
estadisticas que observen hechos econdmicos, demograficos y sociales de interés nacional; las
estadisticas permanentes, basicas o derivadas, las cuentas nacionales; indicadores que elaboren
las dependencias, instituciones publicas y privadas, los poderes y servicios estatales; asi como,
la publicacién de los resultados de las actividades que corresponden al Servicio Nacional de
Estadistica como tal.

Corresponde a la Direccidn de Estadisticas Demogrdficas y Sociales (DEDS) por encargo de la
Direccion General de Estadistica, la planeacion, programacion, supervisién y control de las
actividades relacionadas con la generacion e integracién de la informacion estadistica de nueve
temas basicos: Nacimientos, Matrimonios, Divorcios, Defunciones generales y fetales, Salud,
Educacion, Relaciones Laborales, Seguridad y Orden Publico y Cultura (bibliotecas, asistencia
a cines, museos y otros espectaculos publicos).

En esta oportunidad, se presenta de manera sucinta el proceso seguido para la generacién de
informacion demogréfica y social proveniente de registros administrativos; cuyo objetivo general,
consiste en generar y difundir informacién proveniente de registros administrativos y civiles sobre
fendmenos socio-demograficos.

Dicha informacién es recolectada, integrada y difundida mediante procesos coordinados por la
DEDS, a través de las diez Direcciones Regionales del Instituto Nacional de Estadistica
Geografia e Informatica. Estos procesos estan sustentados por una serie de manuales e
instructivos distribuidos a las Direcciones Regionales con la finalidad de orientar todas y cada
una de las fases de cada proceso. En la DEDS, también se disefian los criterios de validacion
de la informacion y los planes basicos de tabulaciones para consulta y difusion.

Estadisticas Vitales

La informacion demogréfica constituye un insumo basico en la definicion de politicas de caracter
social y para el conocimiento de la evolucién del pais, asi como, un valioso conjunto de
elementos de analisis del entorno social con los cuales la poblacién en general se apoye para
formar su propia opinion, opinen y participen decididamente en la toma de decisiones.



En nuestro pais, el sistema de estadisticas vitales ha-experimentadeé un cambio radical pues, de
haber permanecido practicamente intacto durante casi un siglo, en la década de 1980 se
reestructura permitiendo acciones interinstitucionales necesarias para su consolidacion.

Actualmente, el sistema funciona en forma desconcentrada a través de diez oficinas regionales
cuyo ambito de competencia lo componen 3 6 4 entidades federativas. En ellas se realizan a
partir de 1985, las actividades siguientes: recopilan la informacién en las entidades que les
corresponden; mantienen el contacto con las fuentes informantes; efectuan el tratamiento manual
y electrénico de la informacion, integran y divulgan los datos a nivel estatal.

Las Oficialias del Registro Civil proporcionan a las oficinas estatales de estadisticas continuas,
actas de nacimiento, de matrimonio y de defuncién, certificados de defuncién y de muerte fetal
y cuadernillos de divorcios administrativos. Las Agencias del Ministerio Publico entregan
cuadernillos de defunciones accidentales y violentas, en tanto que los Juzgados de lo Familiar,
de lo Civil y los Mixtos, proveen los cuademillos de divorcios judiciales.

En el caso de las defunciones, se lotifican los formatos, previa seleccion de las actas, certificados
y cuademillos. Entre ellos, el certificado de defuncion es el documento fuente en primera
instancia, de no contar con él, se toma el acta y, en el caso extremo de no recibir certificado ni
acta en una muerte accidental o violenta, se emplean los cuademillos. También se realiza la
critica codificacién de las variables geograficas y de las caracteristicas sociodemograficas de los
involucrados en el evento registrado. Ademds, se codifican las causas de muerte tanto en las
defunciones generales como fetales.

Cabe destacar que, en el caso de las defunciones, se realizan actividades especificas a fin de
evitar el doble conteo de casos y para asegurar la calidad de la informacion sobre la causa
basica de la defuncién.

Con el propésito de detectar y atacar oportunamente brotes epidémicos, la Secretaria de-Salud
(SSA) ha definido 20 enfermedades sujetas a vigitancia epidemiolégica. Cuando un médico o
persona autorizada asienta entre las causas de muerte una de esas enfermedades, se debe
realizar una investigacion epidemiolégica en el lugar donde acaecié la defuncion, asi como, en
el de residencia habitual del fallecido y determinar la veracidad del diagnéstico.

Asi, las Direcciones Regionales del INEGI reportan a las delegaciones estatales de la SSA los
certificados correspondientes a la situacién descrita y reciben a cambio, la ratificacién o la
rectificacién del diagndstico médico original. Condicion sin 1a cual, el Instituto no publicaria la
informacién sobre mortalidad.

A la fecha, la informacién sobre los hechos vitales se integra y difunde en un lapso menor a 12
meses de ceral afio estadistico, tal es el caso de los Cuadermnos de Poblacién nimeros 4 y 5 con
datos correspondientes a 1991 y 1992 respectivamente. Estos avances en cuanto a la
oportunidad de la informacion presentada descansa de manera determinante en la
desconcentracién efectuada hacia las Direcciones Regionales.

Los hechos vitales son caracterizados mediante una serie de variables sociodemogréficas como
son la edad, el sexo, la escolaridad, el lugar de residencia habitual, la ocupacién, etc.; con las
cuales se pueda formular hipétesis explicativas de los fendmenos en estudio. Cabe destacar que
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de- ninguna manera pueden considerarse como opcion o altemativa a las. mediciones de
fendmenos tales como el empleo o la migracion, para los cuales se siguen metadologias
especificas aplicadas por personal especializado.

Las estadisticas vitales permiten en conjunto, conocer aspectos de la dindmica de la poblacion,
como son su crecimienfo natural (proporcienado por la diferencia de los nacimientos y las
defunciones) y el proceso de formacién-disolucion de hogares (a través de los matrimonios y
divorcios registrado), en los ambitos nacional, estatal y municipal.

A partir de los nacimientos registrados se obtienen indicadores del nivel de la fecundidad y
algunas caracteristicas de las madres, como son su edad, escolaridad, participacion en
actividades econémicas y su lugar de residencia.

La informacion de los matrimonios permite conocer la edad de los contrayentes, ademas de su
lugar de residencia, escolaridad y participacion en actividades econémicas. También con ello
se puede saber la edad promedio al matrimonio de los hombres y de las mujeres, la cual-es
considerada como determinante de la fecundidad.

Los divorcios, por su parte, ofrecen datos sobre las causas de las rupturas conyugales, la
duracién del matrimonio y sobre caracteristicas de los divorciados, entre los que se anotan su
edad, escolaridad y participacion en actividades econdmicas.

Las estadisticas de defunciones muestran en su vertiente demogréfica, la estructura por edad
y sexo de la mortalidad y la residencia habitual de los fallecidos. En su otra vertiente, permiten
un acercamiento al estado de salud de la poblacion a través del estudio de la causa basica de
muerte, el lugar de ocurrencia del deceso y si el fallecido recibié atencién médica durante su
ultimo padecimiento o accidente.

El INEGI ha divulgado tradicionalmente las estadisticas vitales en publicaciones de caracter
general, como son el Anuario Estadistico de los Estados Unidos Mexicanos y la Agenda
Estadistica, aunque también las difunde en publicaciones especializadas, como la serie de los
Cuademos de Poblacién, que a la fecha cuenta con cinco nimeros abarcando informacion
definitiva desde 1970 hasta 1992.

Las ESTADISTICAS DE ASISTENCIA Y SERVICIOS MEDICOS son, por una parte, el
complemento natural de la informacién sobre mortalidad pues los datos sobre morbilidad
hospitalaria redondean el panorama del estado general de salud de la poblacién y por otra, dan
cuenta de los recursos materiales y humanos empleados por las instituciones hospitalarias.

Esta informacion es generada por las instituciones publicas que prestan servicios de atencion a
la salud de la poblacién; se integran y se difunden mediante los mecanismos establecidos en el
seno del Grupo Interinstitucional de Informacién y Evaluacion de Salud conformado por
representantes de las instituciones del Sistema Nacional de Salud y por el INEGL.

Asimismo, el INEG! capta informacidn sobre recursos, servicios y morbilidad hospitalaria de los
establecimientos particulares de atencién a la salud, a través de un sistema estadistico que



incluye: un cuademillo de captacién, un instructivo de llenado, un manual para la critica-
codificacién de la informacién y programas de captura, de depuracion y de ohtencion de
resultados.

El disponer y proporcionar informacion de asistencia y servicios medicos tanto a los responsables
de la toma de decisiones, como el sector académico y a la poblacién en general, permite
optimizar la asignacion y aprovechamiento de los recursos, por una parte, asi como, el
conocimiento necesario de los problemas de salud existentes y del tipo de atencién médico-
hospitalaria al que se puede tener acceso.

Estadisticas Sociales

La generacion e integracion de estadisticas sociales también tiene como fuente basica a diversos
registros administrativos, donde se asientan en forma continua, datos sobre fenomenos sociales,
cuya traduccion a informacién estadistica permita un mejor conocimiento de la realidad social.
En este apartado nos referimos a las Estadisticas de Educacion, sobre Relaciones Laborales,
sobre Seguridad y Orden Publico y las de Cultura.

Esta labor es encomendada a la Direccién General de Estadistica desde su conformacién como
tal en 1882. Asi, se puede mencionar la produccion de estadisticas referentes a Bibliotecas,
Espectaculos Publicos y Museos. Si bien es 1928 el afio en que inicia la publicacién en forma
sistemdtica de esta informacion, ya en 1889-1909 se presentan algunos datos sobre Bibliotecas
y Museos.

La estadistica sobre el Sistema Educativo Nacional es producto de un avanzado esquema de
concertacién interinstitucional y un funcional esquema de coordinacién y desconcentracién. En
efecto, conforme a las bases de coordinacién que celebraran en 1976 la Secretaria de Educacion
Publica (SEP) y la Asociacion Nacional de Universidades e Instituciones de Educacion Superior
(ANUIES), con la Direccion General de Estadistica, son estas dependencias las que se ocupan
de captar e integrar la estadistica del Sector Educativo, la cual comprende una amplia tematica
y la totalidad de los ciclos educativos, tanto de los establecimientos publicos como privados.

La recopilacion de los datos se hace a través de los cuestionarios que distribuyen la SEP y la
ANUIES a cada uno de los centros educativos, al inicio y al fin de cursos, mismos que son
recabados y procesados por la SEP en cada estado, realizando esta misma dependencia la
integracién de cifras nacionales a nivel central en la Ciudad de México, pudiéndose obtener datos
con desagregacion por entidad federativa y municipio, area urbana o rural, sexo, edad, control
administrativo, ciclo educativo y otras variables.

Si bien la generacién de informacién se centra en la produccién de estadistica basica, es
importante mencionar que la disponibilidad de datos para series historicas amplias y la calidad
de los datos permite la integracion de indicadores educativos que, conjuntamente con la
estadistica basica, sirven al objetivo con el cual se producen: apoyar la toma de decisiones en
los procesos de planeacion y evaluacién de las actividades propias del sector, asi como en la
formulacién de politicas y en la investigacién del fendmeno, ademéas de fomentar la participacion
informada de todos los sectores de la poblacién que involucra un aspecto social tan trascendente
y amplio como es el de la educacién.
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Otro tema que se cubre aprovechando los registros administrativos, es el referente a las
negociaciones obrero-patronales. Bajo el nombre de Estadisticas sobre Relaciones Laborales
se capta informacion de los diferentes momentos por los que atraviesa la negociacion obrero-
patronal ante el surgimiento de un conflicto de intereses, cubriendo desde los convenios de
trabajo fuera de juicio hasta la solucién de huelgas, haciendo distincion de tos confiictos
individuales de trabajo respecto a los conflictos colectivos. Ademas, se capta la solucion de
dichos confiictos, los emplazamientos a huelga y su solucion, asi como las huelgas estalladas.

Conviene destacar que la informaciéon que genera el INEGI sobre el tema, corresponde
unicamente a los eventos de jurisdiccion local, siendo la Secretaria del Trabajo y Previsidn Social
la dependencia encargada de hacer lo propio con los conflictos laborales de jurisdiccion federal.
De esta manera, son las Juntas Locales de Conciliacién y Arbitraje, asi como las municipales y
regionales de conciliacion, las instancias que mensualmente proporcionan informacién en boletas
estadisticas que con tal fin ha disefado la DEDS.

La estadistica que se genera a partir de los datos recabados se desagrega por entidad federativa
y municipio, asi como por sector de actividad, obteniéndose el total de eventos y los trabajadores
involucrados en cada uno de los siguientes conceptos: Convenios de trabajo fuera de juicio,
Conflictos individuales, Conflictos colectivos, Solucion de conflictos, Emplazamiento a huelga,
Soluciéon de emplazamientos a huelga, Huelgas y Solucién de huelgas.

También, se tabula informacion conforme a variables como: mes de registro, motivo del conflicto,
condicion sindical, modalidad de contratacion, clase de contrato, organizacion obrera y tipo de
sindicato emplazante, entre otras.

La informacion que asi se produce, aporta importantes elementos de analisis para investigar,
planear y evaluar las caracteristicas y algunos de los efectos de la politica laboral, asi como para
medir el grado, frecuencia, magnitud y caracteristicas con que se presentan los conflictos
laborales, entre los que destaca la huelga.

Bajo el rubro de Estadisticas de Seguridad y Orden Publico actualmente, y desde los afos
treinta, se viene produciendo informacion sobre dos grandes temas relacionados: las estadisticas
judiciales y las estadisticas sobre suicidios e intentos de suicidio. Otras estadisticas que también
se producian bajo este rubro v dejaron de captarse a finales de la década pasada fueron las de
juicios de amparo, incendios y cuerpo de bomberos.

Las estadisticas judiciales comprenden dos conceptos, a saber: los presuntos delincuentes y los
delincuentes sentenciados. Estos se captan tanto para el fuero comin como para el fuero
federal, por lo que las fuentes de informacidn son los juzgados de primera instancia, de ambos
fueros, que conocen de delitos en materia penal.

Las variables que se captan abarcan aspectos propios de los hechos delictivos, como: delito,
situacion juridico-penal, sentencia y estado psicofisiolégico en que se encontraba la persona al
momento de cometer el delito; caracteristicas socigdemograficas de los sujetos, como: sexo,
edad, estado civil, ocupacién y condicion de alfabetismo; y variables geograficas y temporales:
lugar de registro, de ocurrencia y de residencia habitual del sujeto (desagregada por entidad
federativa y municipio), asi como mes de registro.



La informacidn se recaba mensualmente de cada uno de los juzgados a través de las areas
estatales de estadisticas- continuas, utilizando los formatos (boletas unitarias) disefiados y
distribuidos por el INEGI para este propdsito. Una vez requisitados los formatos son
concentrados en la ciudad de Aguascalientes, donde reciben tratamiento manual y electronico,
haciendo uso de manuales y catdlogos que permiten la homogeneidad en el tratamiento-y la
comparabilidad de los resultados.

Sobre este Ultimo aspecto, conviene mencionar que en la Direccidn de Estadisticas Demogrdficas
y Sociales se ha disefiado un catalogo de delitos que recoge los-distintos tipos penales que se
encontraban considerados en los codigos penales de los estados hasta el afo de 1890. Haciendo
uso de este catalogo se codifica y tabula la informacién, buscando que los resultados por entidad
federativa puedan ser comparables.

Ahora bien, la utilidad de la estadistica que asi se obtiene radica en el uso que de ella hacen.las
autoridades responsables de la procuracion, administracion e imparticién de justicia a nivel

federal y estatal, como seria la Procuraduria General de la Republica y las Procuradurias de-

Justicia en los Estados, los cuerpos policiacos y los diferentes érganos del-Poder Judicial, tanto
federal como estatal. Asimismo, la informacién es demandada por otras instituciones -abocadas
al estudio de fendmenos sociales, asi como a la docencia e investigacion.

El otro tema que se capta actualmente, es: suicidios e intentos de suicidio, fenémeno de sumo
interés por las interpretaciones e implicaciones de caracter social que se encuentran asociadas
al mismo. Aunque se tienen noticias de que esta informacion se obtenia desde el siglo pasado,
no es sino a partir de los anos treinta que se ha venido publicando regularmente.

La fuente de informacion para la estadistica de suicidios e intentos de suicidio son las agencias
del ministerio publico, las cuales, a partir de sus averiguaciones llenan mensualmente los
formatos que el INEGI les hace llegar a través de sus areas estatales, mismas que se encargan
de recabarlos y remitirlos a la ciudad de Aguascalientes, donde la informacidn es procesada.

La cobertura tematica abarca variables asociadas a la comision del acto suicida, como lo es el
lugar y medio empleado, el motivo y antecedentes de suicidas en la familia del suicida; por otra
parte se recaba informacién sociodemografica de los suicidas (sexo, edad, alfabetismo,
ocupacion, estado civil, posesion de hijos y religion).

La cuitura constituye un fenémeno vasto y complejo, cuya medicion representa, igualmente, una
tarea de amplios alcances y gran dificultad. Sin embargo, el INEGI, haciendo uso de los
registros administrativos existentes, viene produciendo informacion sobre algunos tépicos de
interés. En coordinacion con la Secretaria de Educacién Publica y bajo el mismo esquema que
se genera la estadistica educativa, el INEGI produce las Estadisticas de Cultura, esto es,
integra y difunde informacion sobre bibliotecas (numero, acervo, servicios y usuarios); asimismo,
en forma directa, el INEGI capta informacién sobre cines, museos y espectaculos publicos.

En la estadistica de cines se recaba mensualmente, de cada uno de los establecimientos
existentes en el pais, datos sobre capacidad, asistencia, proyecciones y numero de funciones,
asi como informacidn sobre la nacionalidad de las peliculas. En el caso de la estadistica sobre
espectaculos publicos se capta informacion similar, solo que se indaga sobre el tipo de
espectaculo presentado, clasificandolos en: deportivos, teatrales, taurinos y recreativos.
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La estadistica de museos abarca todo tipo de establecimientos que tengan como actividad
permanente y sin fines de lucro la exhibicion publica de colecciones en que se muestre la obra
del hombre o de su medio ambiente, ya sea con propdsito de estudio, educacién o deleite. Asi,
se capta informacién de institutos de conservacion y galerias de exposicion; lugares y
monumentos arqueolégicos, etnograficos y naturates, establecimientos que exponen especies
vivientes, tales como jardines botanicos, zoolégicos, acuarios y viveros, asi como planetarios y
centros cientificos. ‘

Cabe mencionar que la integracion de esta informacién se realiza de dos modos: uno, directo,
a través de las 4reas estatales de estadisticas continuas y otro, indirecto, por medio del Instituto
Nacional de Antropologia e Historia, quien proporciona a nivel central la informacién de.los
centros que se encuentran bajo su control.

Segun puede observarse, el aprovechamiento de los registros administrativos como fuente de
informacién permite cubrir un amplio espectro tematico, ademas de que involucra a un gran
numero de instituciones y facilita la obtencion de informacion con mayor detalle y continuidad que
la obtenida a través de censos o encuestas. Sin embargo, el uso combinado de los datos que
el INEGI genera por los distintos métodos estadisticos, ayuda al estudio de la realidad econémica
y social del pais.

De esta manera, con la colaboracién de la poblacién, que participa en la generacion estadistica
al declarar y proporcionar datos; con el apoyo de las instituciones, que participan en el llenado
y envio de los cuestionarios, y con la cooperacion de especialistas e investigadores, que en su
calidad de usuarios enriquecen el quehacer estadistico con sugerencias y aportaciones, el
Servicio Nacional de Estadistica cumple cada vez mejor con su objetivo, contribuyendo asi al
progreso y modemizacion del pais.



UN ESTIMADOR PARA AJUSTAR MODELOS DE REGRESION LINEAL CON DATOS DE MUESTRAS
COMPLEJAS, BASADO EN EL ESTIMADOR DE REGRESION GENERALIZADO: CONSTRUCCION Y
CARACTERISTICAS!

MARTIN HUMBERTO FELIX MEDINA
ESC. DE CIENCIAS FISICO MATEMATICAS-UAS

1. Introduccién

Diversos estudios muestran que el estimador de minimos cuadrados ordinarios
(EMCO), es generalmente inadecuado para el ajuste de modelos de regresidn
lineal con datos de muestras complejas de poblaciones finitas. En parti-
cular, Nathan y Holt (1980) muestran que con muestras no autoponderadas se
tienen problemas de sesgo que afectan sus propiedades de cobertura.

Se han propuesto varios estimadores para esta situacién, algunos deriva-
dos bajo el enfoque inferencial basado en disefioc y otros bajo el basado en
modélo. Los primeros funcionan aceptablemente en una amplia gama de diserfios
y poblaciones, sin embargo, son menos eficientes (en error cuadrdtico medio)
que los basados en modelo, aunque estos dltimos no son robustos a la especi-
ficacién errénea del modelo.

Con la idea de obtener estimadores robustos y eficientes, Pfeffermann y
Holmes (1985) sugieren construir estimadores que combinen la informacidén so-
bre las relaciones entre las variables del modelo de regresidn y las disefo.
Plantean algunas estrategias particulares, una de las cuales se desarrolla
en la presente invesfigacién.

Fn este trabajo se construye un estimador con las caracteristicas ante-
riores, el cual se obtiene a partir del estimador de tegresidén generalizado
(ERG), propuesto por Cassel et al (1976) para estimar medias poblacionales.
Se presentan algunas propiedades estadisticas asintéticas del estimador ob-
tenido, y mediante un estudio de simulacién, se compara el comportamiento de

este estimador con el de otros que se han propuesto.

1 resis de la Maestria en Estadistica e Investigacién de Operaciones de la UACPyP-CCH UNAM,
dirigida por el Dr, Ignacio Méndez.

49



50

2. El coeficiente de regresi6én de poblacién finita

Considérese una poblacién finita U={1,...,N}, cuyo i-ésimo elemento tiene a-

sociado el vector (y;,x;,z;)., donde y,e R es la variable respuesta, x; € [

) .
la variable regresora, y z} € R la variable disefio. La poblacién finita de
vectores es P={(y;,x;,z}):i=1,...,N}, y al igual que en Kish y Frankel (19-

74), el pardmetro de regresién de poblacidén finita de interés se define por:

By = (Xg %) Xy Yy

donde Y,=[y;ly ¥ X=[x;]y, ,- Cabe aclarar que la idea subyacente a esta de-
finicién es la existencia de un modelo superpoblacional de regresién\lineal
entre y y Xx.

.. . . . *
Con el objetivo de estimar By, mediante un disefio muestral p(SIZ;), ba-

sado en z* (Z:=[z;]mqt), no informativo y monoetdpico, se toma una muestra
S de tamafio n de la poblacién finita U.

Como lo sefialan Nathan y Holt (1980), si la variable z* estd correlacio-
nada con las variables y y x, y el disefio es no autoponderado, el estimador
de minimos cuadrados ordinarios presenta problemas de sesgo que incrementan
de manera importante su error cuadrdtico medio. Existen varios estimadores
para esta situacién, (algunos de ellos se consideran en el estudio de simu-

lacién), el de uso m&s frecuente es el propuesto por Kish y Frankel:
1g,=(x;ngsr”x;wkys, donde X; y Yg son los equivalentes muestrales de Xy y
Yy, Wg=Diag(w;), , y w;=1/Pr(ieS).

3. El estimador By, de By

La idea detrds del estimador By; es estimar las entradas de las matrices
XGXU y X;IYU mediante el uso de estimadores tipo Horvitz-Thompson. Se toma
por tanto en cuenta el procedimiento dc seleccién muestral, pero se omite la
informacién sobre la relacién entre la variable disefio y las del modelo de
regresién.

Dentro del contexto del muestreo, los estimadores de razén y los de re-

gresién se utilizan porque permiten incorporar la informacién auxiliar dis-



ponible. ﬁn nuestro caso, se construird un estimador que estime las entradas
de las matrices anteriores mediante el estimador de regresidén generalizado
(ERG) propuesto por Cassel et al (1976). Para ello se supondrad que las rela-
ciones entre Xx;;x;, ¥ zj, por un lado, y entre x;;y; v z{ por el otro. se

pueden aproximar mediante el siguiente modelo de regresién lineal:

o j .
x,=L1 gz ][00 + €1y = ZiOGky * EiGry » Jok=1,..,p

K k)
Hiss Bg(ix o
-[i ( ‘)] Sosvy + € =20 + € j=1
¥iYi=hh B2 e €iv T Zi9Gv igyy »  J=L..,p
J

donde z,=[1,g(z!)], la funcién g:R® -» R*'

es conocida ¥y 6., ¥ 6,y € R
son parametros a estimar.

Si z'€ R, dos aproximaciones a considerar son la lineal: g(z*)=z* y la

cuadrética: g(z'):(z‘,z'z), ambas estudiadas numéricamente en este trabajo.
Una vez que se define la funcién g, los ERG de X;Xﬁ y X;YU, son:

~

?
JIX; =X WeXs ¥ XLYL E Wil X1¥i= LW X1y =X WY

XUXh- Z w;h;, x)x;= Z w ihig Wi

€S 1 ls i i

donde h; =1;7y(ZgWsZ) 'z, , w; =h, w; ¥ Wi=Diag(w} ),

Finalmente, el estimador de By, basado en el ERG, es BRGS=(X;W§XS)-'Xé“é Yy

~

4. Propiedades estadisticas asint6ticas basadas en disefio de By,

-~

Puede mostrarse que bajo ciertas condiciones (Félix, 1993), el estimador Bg,

satisface:

~

- g D
Bye—By=0(n-1/2) y [Vp(BRGS)] ]/2(BRGS'BU)—’N9(0’I)
donde

V, (Beg )= (%% 'V, [ gt (vix B T 0gx) ™! = (xix) 7, [xdwie D () x,) !
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v Bg=le;1,=1y;—%;Byl,

Para obtener V,(Bps ), se debe calcular Vb[X;“éEs]. El vector aleatorio
X;WQES tiene la estructura de un ERG, por tanto, su matriz de dispersidn
depende del disefio muestral. En un disefio con reemplazo y monoetépico:

‘q\

N
v Ixwe =l £ n'(q; - a0 q; - d.)p;]

donde p; es la probabilidad de. tomar la unidad i en cada extraccidn,

N

di=(eixi-zi¢ﬁ)p;? , ¢U=(2525)-1Z5(Diag(ei))XU y d.=% djp;- Un estimador de

Vﬁ(BRGS) se presenta en Félix (1993).
Cabe aclarar que el estimador By, presenta el problema de que algunos de

* . .
los ponderadores wis=hiswi pueden ser negativos o nulos. Dos problemas deri-

-’ ’ * . L . . . ‘o
vados de éste hecho son que X WXg no es necesariamente positiva definida y

que no es posible el uso del software tradicional de minimos cuadrados para

el calculo de By,. Por el momento se ignora la existencia de otros proble-

~

mas. Afortunadamente, si X;ngs es no singular, la estimacidn V}(BRGS) que

se presenta en Félix (1993) es positiva definida.

5. Estudio de simulacién

Se generaron doce poblaciones, mediante la consideracion de diferentes
relaciones entre las variables Y y X con Z, ¥ diferentes distribuciones de
las variables. En todos los casos la relacién entre Y ¥ X fue la de una
regresién lineal simple. De cada poblacién se tomaron muestras mediante
disefios muestrales estratificados monoetdpicos, tanto autoponderados, como
no autoponderados. Los estimadores que se compararon fueron de dos clases:
No ponderados: EMCO y maximo verosimil de DeMets y Halperin. Ponderados:
estimador de Kish y Frankel, mdximo verosimil ponderado de Nathan y Holt ¥y,
tres variantes del ERG definidas de acuerdo a la funcioén g: cuadrédtica.
lineal y puntajes (un dnico valor-de Z para todos los elementos de un mismo

estrato).



Los resultados del estudio se presentan en Félix (1993). Las principales

conclusiones son las siguientes:

El EMCO es inadecuado en"disefios no autoponderados

El estimador méximo verosimil es el de mejor comportamiento en las pobla-
ciones con relaciones lineales y homoceddsticas. Con relaciones cuadrati-
cas o con perturbaciones heteroceddsticas es inadecuado.

El comportamiento de los estimadores ponderados es bastante similar y
aceptable en todos los disefios y poblaciones. Son menos eficientes que los

no ponderados bajo las condiciones en que éstos se derivaron.

~

El uso de informacién auxiliar en el estimador B no se manifiesta en un

mejor comportamiento con respecto al de Kish y Frankel. Asimismo, no se

~

perciben diferencias entre las tres variantes del estimador Bgg.

De los resultados obtenidos se hace la siguiente recomendacién préactica:

Cuando se tenga la certeza de que las relaciones entre las variables del mo-

delo de regresidén y las disefio son lineales y homoceddsticas usese el esti-

mador maximo verosimil, en caso contrario, el propuesto por Kish y Frankel.

6.
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“INDUSTRIALIZACION DEL Rhizobium sp., UNA SOLUCION A TRAVES
DE TECNICAS DE SUPERFICIES DE RESPUESTA”

Edgar Guadiana Ordaz
Yuria Cardel Sénchez

Esteban Burguete
Departamento de Ingenierfa Industrial
Universidad de las Américas-Puebla
Sta. Catarina Mdrtir 72820, Puebla.

Abstract. Las bacterias del género Rhizobium se unen a las células de las raices
de las leguminosas para fijar el nitrégeno atmosférico. En esta condicién pueden
llegar a fijar hasta 100 kg/Ha de nitrégeno aprovechable por las plantas. Lo que es
un indicativo de su enorme importancia econémica.

El medio de cultivo necesario para la industrializacion de Rhizobium sp. que se ha
usado tradicionalmente como fuente de carbono es el manitol, cuya desventaja es su
elevado costo. Tres alternativas mas econdmicas (glicerol, sacarosa y glucosa) son
estudiadas en este trabajo, a través de un experimento disefado para comparar
niveles de estas tres alternativas con manitol. Finalmente, direcciones de maxima
pendiente para busqueda de un 6ptimo econémico son encontradas y se presentan
propuestas para investigaciones posteriores.

1. Introduccién.

El nitrégeno es un bioelemento fundamental para los seres vivos. Gran
cantidad de este elemento se encuentra en la atmésfera en forma no metabolizable
para ellos.

La fuente de nitrégeno para la sintesis de aminoacidos y proteinas es el
amonio del suelo y el agua. El amonio es absorbido por las plantas y pasa a formar
parte de los aminodcidos y proteinas. Las plantas pueden ser ingeridas por los
animales, que a su vez emplean los aminodcidos de las proteinas vegetales para
sintetizar sus propias proteinas.

Las bacterias del género Rhizobium no son capaces de fijar el nitrogeno
atmosférico ellas solas, por lo que se combinan con células de las raices de
leguminosas como chicharos y habas. Las bacterias invaden las raices y estimulan la
formacion de nédulos radiculares.



La unién entre la célula- de la leguminosa y la bacteria puede fijar el nitrégeno
atmosférico (lo que no podrian hacer ninguna de las dos por separado). Estas
bacterias en los nédulos pueden fijar anualmente de 50 a 100 kg. de nitrégeno por
hectarea, en tanto que las bacterias libres del suelo fijan hasta 12 kg.-por hectarea.

2. Justificacién del experimento.

Primeramente se aisl6 y reprodujo la cepa. Posteriormente en una sesién de
tormenta de ideas, se estudiaron como posibles factores de la produccion a:

1) Material de laboratorio.

2) Equipo de laboratorio.

3) Reactivos para el medio de cultivo, y

4) Mano de obra.

Se determind, como area de oportunidad a los reactivos para el medio de
cultivo. Dentro de los reactivos para el medio de cuiltivo se utiliza una fuente de
carbono conocida como manitol, esta fuente es muy bien aceptada por la bacteria
pero presenta una desventaja: su precio y disponibilidad. De esta manera se sugiri¢
la utilizacién de otras fuentes de carbono mas econémicas las cuales deberian ser
probadas. Se empled un disefio 23 de efectos fijos, donde los factores a considerar
fueron las fuentes de carbono en 2 concentraciones:

FACTORES: NIVELES

Bajo() | Alto (+)

A: GLICEROL 0.075m| 0.375n)!
B: SACAROSA 0.075¢. 0.375g.
C: GLUCOSA 0.075¢ 0.375g.

(Todo en 75ml de medio)
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3. Resultados y Discusion.
Las lecturas se hicieron con la ayuda de un espectrofotémetro el cual registra
el nivel-de absorbancia a 640 Nm. Las lecturas fueron:

1 372 314
a 344 319
b 353 343
ab 301 322
c _ 294 307
ac 245 310
cb 325 324
abc 283 317
control 398 389

Al realizar el Anova, resulta que C (glucosa) es significativo al 5% y A (glicerol)
es significativo al 10%, con todos los demas efectos no significativos. Al graficar en
papel normal los residuos resulta en una recta, ademds, los residuos estandarizados
se encuentran entre -2 y 2 por lo que aceptamos el modelo como adecuado.

En busqueda de las cantidades dptimas para las fuentes de carbono se
modelé una superficie de respuesta lineal:

W=-79.583A - 109.583 C + 359.625

La maxima pendiente nos llevaria a descender en los niveles de Ay C (glicerol
y glucosa ), sin embargo este resultado no es biolégicamente recomendable debido a
que se afectaria la etapa de conservacién de la bacteria. De esta manera es factible
pensar que el 6ptimo se encuentra entre las concentraciones usadas por lo que se
recomienda proceder con un diseiio central compuesto.

4. CONCLUSIONES

Analizando las mediciones en el espectrofotémetro vemos que el manitol no
puede ser reemplazado por ninguna otra fuente de carbono en lo que respecta a



velocidad de crecimiento. Sin embargo, tanto el glicerol como la glucosa exhiben un
buen comportamiento en el caso que se busque la conservacion de la cepa sin la
necesidad de un crecimiento muy acelerado.

Los niveles de absorbancia resultan mayores en la concentracion baja tanto
para la glucosa como el glicerol. El incremento de la concentracion trajo consigo una
disminucién en el crecimiento de las bacterias, esto se debe a que al aumentar las
concentraciones del glicerol y de la glucosa producen un fenémeno conocido como
presién osmoética, el cual inhibe el crecimiento de la bacteria. La aportacién de la
sacarosa no resulté significativa, sin embargo, el efecto de ésta es el unico positivo.
Lo que indica que a mayor concentracién se espera un mayor crecimiento.

La interaccién de glucosa y glicerol es considerada nula. La interaccién del
glicerol y la sacarosa solo puede ser considerada como pequeiia en concentraciones
altas, debido a que para ambos en su nivel alto el crecimiento es menor. La
interaccién sacarosa-glucosa presenta un incremento en el crecimiento cuando se
combina el nivel alto de sacarosa con el bajo de glucosa.

Se sospecha de una posible reaccién (especialmente entre la glucosa y el
glicerol) en el medio de cultivo al usar las concentraciones altas. Dicha reaccion trae
como consecuencia una disminucion del crecimiento bacteriano. De esta forma es
explicado el hecho de haber observado mayor crecimiento a concentraciones bajas
de las fuentes de carbono glicerol y glucosa.

Asi pues, se propone el uso de un disefio central compuesto para dar
seguimiento a la investigacion, considerando los siguientes intervalos:

Glicerol [ 0.075g. 0.250g ]

Sacarosa [0.075g. 0.375g. ]

Glucosa [0.075g. 0.200g. ]
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Anélisis Geoestadistico de la difusién de aguas de desecho
en Altamira, Tamaulipas

Claudia Lara Pérez Soto
IIMAS, UNAM CC, IBM

Introduccién

Uno de los grandes problemas en la actualidad es la contaminacion ambiental, la cual
ha ido creciendo a través del tiempo de manera desproporcionada.

Hoy en dia se estan llevando a cabo planes para controlar la contaminacion, siendo
necesario analizar su comportamiento para planear acciones que ofrezcan soluciones rapidas y
confiables.

Para aplicar estas acciones se han hechos, estudios dando prioridad a la contaminacién
dei aire, sin embargo, es importante tambien considerar la contaminacién del agua que ha
llegado a representar otro grave problema para la sociedad.

Uno de los principales factores de contaminacion proviene de los desechos industriales,
causantes de un marcado desequilibrio ecoldgico en las areas donde se localizan, tal es el caso
del corredor industrial que se encuentra en Altamira, Tamaulipas en donde gran cantidad de
desperdicios petroquimicos son desechados en la costa del Golfo de México.

Estudios de impacto ambiental han sido llevados a cabo, para determinar que tan
afectada se encuentra la zona, esto, con varios propésitos, uno en el cual el 6rgano regidor de
proteccidén ambiental determine los limites de tolerancia permitidos y otro que permita saber que
tanto se esta afectando la zona y como se distribuyen los contaminantes.

El corredor estd formado por industrias que conducen sus desechos por medio de
difusores, algunos de ellos de tipo marino y/o subterraneo. En particular se decidié trabajar en
una zona por la que pasa un difusor marino, que se encuentra sumergido a lo largo de dos kms.
desde la costa y siguiendo el contorno del fondo, contando con varias boquillas en su ultimo
tramo de un km.

El estudio de la zona se esta lievando acabo por la Secretaria de Marina con el apoyo
del Centro Cientifico de IBM para lo cual propusieron 3 muestreos, los cuales dependen de Ia
situacion climatolégica del lugar: secas, lluvias y nortes; esto se hizo con la idea de establecer el
comportamiento de difusién en cada una de las situaciones.

La zona elegida para el muestreo consta de un area de 5 x 5 kms. alrededor del difusor,
se establecieron 30 estaciones de trabajo : 5 en costa y 25 en la superficie restante , en estas
ultimas se considero la profundidad de 0, 4, 8, 12, y 16 mts. cuando se pudo medir. Cada
estacién cuenta con un km de distancia entre una y otra. Se consideraron ademas estaciones
testigo que van en funcién de la direccidn de las corrientes y varian en numero dependiendo de
la climatologia. '

En los puntos muestreados se considero importante medir 3 tipos de factores:
i) Biolbgicos : Nutrientes.

ii) Fisicos : Temperatura, Corrientes, Tiempo.



iii) Quimicos Metales, Oxigeno Disueito, PH, Salinidad.
para analizar su comportamiento ante la presencia del difusor.

Dentro del estudio se utilizaron diferentes metodologias para realizarlo. Estos métodos
son : Estudios en Organismos Benténicos, Procesamiento Digital de Imagenes y Visualizacion
de Datos.

Dentro de los objetivos principales se considero importante proponer modelos de
difusion para los factores afectados con la idea de saber si el grado de variacién cambia en
exceso y si estos cambios afectan biolégicamente tanto a la flora como a la fauna marina, a
corto y largo plazo.

Analisis Geoestadistico

Este tipo de problemas son estudiosdos por Geoestadistica basado en Ia Teoria de
Variables Regionalizadas (TVR), donde se considera una variable regionalizada como una
variable aleatoria que toma diferentes valores de acuerdo a su posicién dentro de una zona
determinada. Ademas la TVR esta basada en la Teoria de Funciones Aleatorias, gracias a esto
la funcién puede ser representada como un modelo con un componente deterministico y otro de
tipo estocastico que representa la dispersién del modelo.

Las aplicaciones en Geoestadistica son basicamente estimaciones de la variable de
interés en un punto o en un bloque no muestreado, a partir de Ia funcién propuesta en los puntos
muestreados.

Otros factores importantes de la estructura de un fenémeno son la continuidad y
regularidad espacial, los cuales estan relacionados con el comportamiento del variograma y
tienen mucho que ver con las estimaciones que se hagan.

Esto permitird construir modelos de dispersién para cada uno de ios muestreos y ver
hacia donde se dispersan los contaminantes valorando si la zona esta siendo afectada o no.

Variograma

En Geoestadistica los dos primeros momentos son los de mayor utilidad, el primero es

la esperanza E{Z(x)} = m(x) mientras que para el segundo son tres los que son tomados en
cuenta:

i) Varianza que se define como el momento de segundo orden alrededor de
m(x), es decir

Var{Z(x)} = E{{Z(x) - m(x)}*}
ij) Covarianza que para ios puntos X, y X, se define

Cxy.%;) = E{{Z(x,) - m(x,)I[Z(x;) - m(x; )]}
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iii) Variograma que se define como la varianza del incremento {Z(x,) - Z(x,)}
y esta dada por

2y(%,,%y) = Var{Z(x,) - Z(x,)}

La funcién y(X,,X,) es llamado el semivariograma.

"Para el variograma la distancia y/o la direccién es importante porque de esta manera
muestran cambios en el rango o la meseta, esto se debe a que en la zona la variable en estudio
no se igual para todos los puntos. Si x representa las coordenadas, h es el vector del modulo

jh| y a la direccién, entonces y(lh|, a) representa el conjunto de semivariogramas con
direccion lo cual sera de utilidad para detectar anisotrop/a y por tanto sus ejes. Esto se hace
para determinar direcciones correspondientes al rango maximo y minimo.

La distribucion espacial de los datos y los ejes anisotrépicos esta respresentados en la

Fig. 1, los ejes estan dados por varigramas de tipo gaussiano que es :

2
yh)=1- exp(—"’alz)

donde h es el rezago y @ es el rango del variograma con valor de meseta igual a 1, las
direcciones de los ejes son 60 y 140 grados respectivamente(Fig. 2). Para construir la superficie
generada por los ejes se considero la extencion del variograma a dos dimensiones en donde el
modelo del variograma es expresado como

y(h) = y(hxlhy): 7a(hy)

y donde h, esta dada por

donde h_ esla componente de h a lo largo del eje X y h, esla del ejes Y.
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Fig. 1 Curvas de Nivel de la Variable Temperatura en Epoca de Secas, Malla de muestreo
y Ejes de Anisotropia de 60 y 140 grados.

Es importante hacer notar que los ejes no necesariamente son ortogonales , la siguente
matriz es la que hace la traslacién de ejes

send ~cos @
sen(6-¢) sen(6- o)
| cosg -seng

sen(6-¢) sen(6- )

donde & y @ son los angulos. La superficie resultante se encuentra en la Fig. 3.
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Median Polish

La palabra Kriging se refiere basicamente a hacer inferencias para los valores no

observados en el proceso aleatorio dado aue {Z(x):x €D — R} son tomadas como puntos
localizados espaciaimente y conocidos.

El elegir un buen predictor depende de la geometria y la localizacion de la region del
espacio donde la prediccion es deseada y donde esta es el proceso Z.

Tomando la descomposicion
Z(x) =m(x) + &x)
donde &(X) es la estructura del error. Si m(x) es conocida se puede proporcionar al predictor

6ptimo lineal, pero no siempre es conocida. En dimesiones mayores se asume que el m(x)
puede descomponerse en forma aditiva dentro de los componentes direccionales Por ejemplo,

en R? se considera
m(s)=a+c(x)+r(y)
endonde s = (x,y)' €D, entonces una notacién légica es que S, = (X, Y, )" implica que
m{s,})=a+c, +1,

en donde C, y I, son el efecto columna y rengldn. Esto puede ser visto como una tabla de
contingencia, en donde los nodos son las entradas de la tabla y los estimadores por minimos
cuadrados estan dados por

dondek=1...pyl=1...,q,



N(yu)E{i:si = (wyk)l-i; j"~‘in}
N(x,) = {is; = (x,.),i=1....n}

La ventaja del estimador para m(x) es que es no paramétrica, espacialmente en su escala y
continuidad. Su desventaja es que los residuos conducen a estimadores sesgados para la
dependencia espacial desconocida en el proceso del error.

Actualmente se esta implementando esta técnica con Ié‘i‘de,a de ‘aplicario en este

problema, ademas es necesario generalizarlo para k dimensiones, pensando en la idea de que
este problema serd atacado para un mayor nimero de variables, es decir, pensando en

Cokriging.
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OPTIMIZACION EN SUPERFICIES DE
RESPUESTA SUJETA A p RESTRICCIONES
LINEALES

Blanca Rosa Pérez Salvador Federico J. O’Reilly
IIMAS, UNAM - UAM-I IIMAS, UNAM

1 Introduccién

En la industria, la medicina, la agricultura y en muchas otras dreas, surgen problemas
cuya solucién requiere encontrar la combinacién de factores que optimiza la respuesta de
un proceso especifico. Si el proceso es descrito mediante la funcién

n(x) = Bo + b'x + x" Bx

donde o, es un real; b es un vector de dimensién m y B es una matriz de orden- m X m
negativa definida; el valor de la respuesta maxima es:

1
Nop = ﬁo - ZbTB—lb.
y el punto cn donde ésta se alcanza es:
1
X, = =B~'b.
P2

Razones de operatividad como el alto costo o la escasez de un producto, y razones de
incapacidad del sistema como no contar con un instrumento que emita cierta cantidad de
radiacién; limitan el dominio de la funcién de respuesta. Asi, la necesidad de conocer el
6ptimo de 7(x) sujeto a restricciones en la localizacién del diseno, puede surgir natural-
mente en situaciones practicas y por lo tanto resulta de interés estudiar este problema.

Los trabajos reportados son escasos y en todos consideran a las restricciones como
un conjunto de ecuaciones. Por ejemplo: Stablein, Carter y Wampler(1983) encontraron
una regién de confianza para el vector x en donde n(x) alcanza el valor méximo sujeta
a gi(x) = Ci; i = 1,2,...,k. Mas tarde, Carter, Chinchilli, Myers y Campbell (1986)
proponen un método para obtener los intervalos de confianza para las coordenadas del

vector X,, y para los valores propios de la matriz B, sujetos a xTx = r2.

En la mayoria de las aplicaciones, un conjunto de ecuaciones no modela adecuada-
mente las restricciones. Ejemplos de restricciones son: la temperatura mixima que un
horno puede alcanzar, la cual se-puede representar por T < Tp; o el costo de dos (o
mds) substancias, que no debe exceder a un valor fijo co,l y se puede representar por
Ty + 2Ty < ¢y Aqui se consideran las restricciones como un conjunto de p desigual-
dades lineales, con lo cual se modela de modo mas realista.



2 El éptimo restringido de n(z)

El problema de optimizar a n(x) sujeto a p restricciones lineales se establece asi:

Iﬂaximizar n(x) = fo+bTx+xTBx sujeta a Rx<r

en donde R es una matriz de orden p x m de rango p (p < m); r es un vector de dimensién
p; y x es de dimensién m. Se puede probar que la solucién esta dada por:

Tope = Tlop + (T = RXop + w)T(RB'RT)™}(r — RXop + w) = Nop + (r — Rx,p)Tv

Y Xop, = Xop + BT'RT(RB™'RT) ™} (r — Rxop + w) =X+ B 'RTv

donde w y v € RP cumplen las condiciones de complementaridad lineal; esto es:

wTv =0 w<0,v<0 y Tr—Rx,+w= —RB'RTv.

Observe que cuando v =0, X cumple todas las restricciones y por lo tanto X,p, = Xop.
Por otro lado, cada coordenada de w igual a 0 indica que la correspondiente restriccion
es activa; y por lo tanto, si w = 0, significa que todas las restricciones son activas.

El problema de complementaridad lineal se puede resolver utilizando el algoritmo
propuesto por Quintana, O'Reilly y Gémez (1987), con el cual se determina las coorde-
nadas de w y v que son diferentes de cero, reduciendose el problema a resolver un sistema
de ecuaciones lineales.

3 Estimadores de 7., Yy de Zg,

Considere que las observaciones son de la forma
Y =n(x)+¢

con € ~ N(0,0?) independientes. Los estimadores de maxima verosimilitud para So, by
B, se encuentran con el método de minimos cuadrados y por la propiedad de invarianza,
los estimadores de maxima verosimilitud de 7o, ¥ de Xp, son:

Tlop, = Tlop + (T — RXop + G’)T(RB_IRT)_l(r — R¥op+ W) = flop + (T — R¥,p)T0 (3.1)
Y Xop. = %op + BT'RT(RB™'RT) ™ (r — R%op + @) = Xop + B~'RT (3.2)
donde @ y ¥ € RP son dos vectores tales que:

oTo=0. <0 ©<0 y r—Rk,+&=RB'R™D.

Los métodos de estimacién del éptimo basados en el clasico ascenso por pendiente
maxima consideran acercamientos paulatinos hacia el 6ptimo y en caso de existir restric-
ciones, los acercamiéntos estaran condicionados por las mismas. Se considera dos casos:
en uno se permite violar las restricciones en la etapa experimental, en el otro no.
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4 El estudio de simulacién

Nop. ¥ Xop, N0 son funciones lineales de Gy, b y B; por lo tanto, sus propiedades es-
tadisticas son dificiles de estudiar analiticamente y para sondearlas se realizé un estudio
de simulacién con las siguientes caracteristicas:

o Se consideraron tres funciones de respuesta que dependen de dos factores, z, y zo;
esto es, m = 2.

1. p(x) = (—z - 2% + 7120 + 20z, + 20z7)/4
n(x) = (—22 — 22 — 2,29 + 60z, + 60z,)/12
n(x) = (—2? — 22 + 40z, + 40z,)/8

En los tres casos, la respuesta maxima es 7,, = 100, el vector donde se alcanza es
Xop = (20,20) y 7(0,0) = 0.

e Para estimar la tendencia lineal se utilizé el disefio factorial 22 con cuatro repeti-
ciones en el centro y para la tendencia cuadratica, se usé un disefio compuesto.

o Se asignaron tres valores para o: I o=1,5,y10; [ Con esto se tiene un coeficiente
de variacién en la respuesta éptima de 1% a 10%.

¢ Se consideraron tres tipos de restricciones,

19 10 100
1)"5(19) 2)"5(10) 3)"5< 10 )
En 1) y 2), ambas restricciones son activas. En 3), aunque formalmente son dos
restricciones, el valor igual a 100, es “grande” respecto a 20 (tomando en cuenta a

02) por lo que se puede tratar para todo efecto practico, como si realmente fuera
una unica restriccion.

¢ Se consideraron los dos manejos de las restricciones en la etapa de experimentacién:

1. Se respetan en la experimentacion.

2. Se pueden violar durante la misma.

En la tabla siguiente se muestra un fragmento de los resultados, CRE significa con

‘restricciones durante la experimentacion, SRE significa sin restricciones durante la exper-

imentacion.

Se reportan los resultados empiricos de las desviaciones estandares y los coeficientes
de variacion de 7o, y de X,p, €l sesgo de )y, €l tamaifio muestral promedio para alcanzar
el 6ptimo y la frecuencia de aparicién de las restricciones para las 100 corridas.



Tabla 4.1. Resultados empiricos con base en 100 corridas.

Las restricciones son z; < 10 y 7, < 10.

Primera funcién. x,, = (10,10), 1, = 75
Varianza o=10 o=35 g =-1
Método CRE| SRE CRE|[ SRE CRE | SRE
restric- | 0 1 0 0 0 0 0
ciones |1 0 0 0 0 0. 0
activas | 2 99 100 100 100 100 100
Sitope 9.4840 | 2.2093. | 1.4262 | 1.0518 | 0.2531 | 0.2023
5% ope 1.4362 | 0.0000 || 0.0000 | 0.0000 {| 0.0000 | 0.0000
5€590(Tiop,) ||| -1.4596 | 0.0437 || -0.1869 | -0.0201 || -0.0192 | 0.0042
CV(Xop,) 0.1016 { 0.0000 [| 0.0000 | 0.0000 || 0.0000 | 0.0000
- CV (7op,) 0.1265 [ 0.0294 || 0.0190 [ 0.0140 || 0.0034 | 0.0026
n 25 30 25 30 25 30
Segunda funcién. x,p, = (10,10), 7,5, =75
Varianza oc=10 =395 c=1
Método CRE | SRE CRE | SRE CRE| SRE
restric- | 0 0 0 0 0 0 0
ciones |1 1 0 0 0 0 0
activas | 2 99 100 100 100 100 100
S iop, 5.3513 | 2.3299 || 1.3153 | 1.1096 || 0.2516 | 0.1980
S%ope 1.0522 | 0.0000 || 0.0000 | 0.0000 || 0.0000 | 0.0000
5€590(Tlop,) ||| -1.3470 | 0.1217 || -0.1598 | 0.0966 || -0.0213 | -0.0140
CV(Xop,) 0.0744 { 0.0000 {| 0.0000 | 0.0000 || 0.0000 | 0.0000
CV (op,) 0.0713 | 0.0311 || 0.0175 [ 0.0148 |} 0.0034 | 0.0026
7 25 30 25 30 25 30
Tercera funcién. X, = (10,10), 1,5, = 75
Varianza c=10 o=39 oco=1
Método CRE SRE CRE | SRE CRE | SRE
restric- | 0 0 0 0 0 0 0
ciones |1 3 0 0 0 0 0
activas | 2 97 100° 100 100, 100 100
Stlopy 6.1261 | 1.7913 || 1.4622 [ 0.9763 || 0.2694 | 0.2070
Sxop. 1.1844 | 0.0000 || 0.0000 [ 0.0000 || 0.0000 | 0.0000
5€590(Nop, ) ||l -1.6936 [ -0:3793 || -0.2220 | 0.1235 || -0.0178 | 0.0124
CV(Xop,) 0.0837 | 0.0000 || 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
CV (op,) 0.0817 | 0.0239 || 0.0195 | 0.0130 || 0.0036 | 0.0028
n 25 30 25 30 25 30
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Cuando se eliminan las restricciones en la etapa experimental: 1) se obtienen estimadores
mas precisos.. 2) se determina mejor el nimero de restricciones activas.

Conforme o es menor, las estimaciones son mas precisas.

Se tienen estimadores mas precisos cuando en la realidad son dos las restricciones
activas. Incluso se pueden tener una estimacién exacta de Xop, .

5 Conclusiones

Los resultados de ]a simulacién indican que los métodos de estimacion propuestos son
bastante precisos y no se requiere de una muestra muy grande.
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EVALUACION DE GENOTIPOS EN SERIES DE EXPERIMENTOS: DIFERENCIAS
PARAMETROS GENETICOS GENERADOS EN DOS MODELQS

1
Jatme Sahagun Castellancs

INTRODUCCION. La evaluacioén de los genotipos a traves del tiempo vy
del espacio es una condicion indispensable para estimar
objetivamente su auténtico potencial agrondmico y de rendimiento.
Sin embargo, el andlisis de varianza de la informacion producida
ha sido realizado de acuerdo con modelos diferentes, pudiendo

producir resultados diferentes también.

Cuando existe heterogeneidad en los agentes metereoldgicos dentro
del Area que cubre un programa de ,mejoramiento genético para
cultivos anuales la consideracion de que hay cruzamiento entre los
factores "amos" (A) y "localidades" (L) es errdnea. En este caso
la consideraciéon de anidamiento de aRros en localidades seria mas
realista. Por supuesto, si por consideracién natural, o por
manejo, la incidencia de estos agentes ambientales en la variable
de interés fuera muy similar a través de las localidades durante
cada aRo los factores "aRos" y "localidades" serian cruzados. El
objetivo de este estudio consiste en la evaluacion, en terminos de
estimacion de componentes de varianza y de heredabilidad. del
efecto de considerar que A esta anidado en L cuando en realidad - A

y L son factores cruzados.

1 . . .
Profesor-Investigador, Departamento de Fitotecnia de la Univeraidad Auténoma

Chapingo, CP 36230 Chapingo, Méx.
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MODELOS. Cuando A vy L son factores cruzados. el factor “"bloques"”

«B) esta anidado tanto en A como en L v . los “genotipos” (G) se
evaluan en cada combinacion de afo y localidad, la explicacion
de variapie respuesta correspondiente al genotipo 1 en la

repeticion j de la localidad k durante e1 afo m puede darse,

omitiendo detallesbobvios. en la forma

Y =
tikm Hot Gl. * HKkm) * Lk M (GL)\.)( * Am
+ (GA) + (GLA) + E (1)
tm tkm vikm.
Cuando A estd anidado en L y B en A. en cambio,. se tendra el
modelo
Y =
ijkm Bt GL * Bﬂkm) * Am(k) * (GA)me>
+ L+ (GL) + E .
m m Ljkm
Para el analisis, los factores G, L. A v B vy E seran

Likm
considerados aleatorios e independientes v la estimacidén de

componentes de varianza se realizard con el método de momentos.

RESULTADOS Y DISCUSION. Respecto a componentes de varianza.

mientras que el modelo (2) no permite la estimacion de los
asociados a GLA vy A GA, 21 modelo (1) la hace posible. Para cada
uno de los factores comunes a ambos modelos. G vy GL, las

estimaciones pueden ser diferentes: el estimador del componente de
varianza asociado a GL cuando la evaluacién se hace durante a aRos

y cada experimento utiliza r repeticiones es. de acuerdo con

el modelo (1), de la forma [(CM(G) - CM(GAL)]’/ar, en donde CM
denota cuadro medio. Con el modelo (2) el estimador es eguivalente
a [(CM(GL) - CM(GAL)Jsar - [CM(GA) - CM(GAL)]1/lar en donde 1 es el
numero de localidades. Para @21 componente asociado a G la
situacidn es la inversa: Mientras que en el modelo (2) el



estimador es {CM(G) = CM(GL)]/lar, en el modelo (1) toma la forma
[(CM(B) - CM(GL)]J/lar - [CM(GA) - CM(GAL)]/lar. Cuando los factores
Ay L son cruzados, y dado gue los componentes de varianza son no
negativos., E[CM(GA)] =z E[CM(GAL)]; esto es, con el uso del modelo
(1) se tenderia a sobreestimar vy a subestimar a los componentes de
varianza asociados a G v a GL, respectivamente. En ambos casos el
sesgo seria el valor absoluto de V(GAR)/a, en donde V(GA) es la
varianza de la interaccién enter G y A, en el sentido del modelo
(1),

Con respecto a la heredabilidad, concepto de enorme significado
para el fitomejorador. los modelos (1) vy (2) también ejercen
efectos diferenciados. Definido este concepto como el cociente
entre varianza genética (V(G)) vy  varianza fenotipica (varianza
entre las medias fenotipicas) resulta qgque como esta varianza
fenotipica tiene un mismo estimador en uno y otro modelo, si el
modelo (1) fuera el indicado la adopcién del modelo (2) produciria

una sobreestimacion.
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CARACTERIZACION DE LOS MUNICIPIOS INDIGENAS CON LA

TECNICA DE COMPONENTES PRINCIPALES
M en C. Sergio de-la Vega Estrada

En Noviembre de 1992, la Secretaria de Salud y el Instituto Nacional

Indigenista realizaron el estudio "La Salud de los Pueblos Indigenas en
México”. Dentro de ese estudio, el Centro de Estudios en Poblacion y Salud
de la misma Secretaria se responsabilizé de varias cosas, entre ellas la
asignacion de Lengua predominante a cada uno de los 542 Municipios que
conformaron el universo de estudio. Una vez que se encontrd la Lengua
predominante en 10s Municipios se realizdé un analisis socioecondmico y
demografico de ellos.

En aquel estudio se busco describir el comportamiento de municipios agru-
pados por la lengua hablada o por el Estado de pertenencia. El momento y
caracteristicas del estudio tan sélo permitieron apoyarse en el uso por
separado de los porcentajes municipales o de las agrupaciones étnicas o
estatales elegidas. Desde entonces existia la inquietud por encontrar un
"orden” de 1os 542 Municipios que permitiera detectar diferencias entre
ellos pero también semejanzas. Este orden se pretende explotar para
construir Grupos de pertenencia y definir las caracteristicas que les
distinguen a cada uno de los Grupos formados: Si para cada Municipio se
tiene una medida que permite su clasificacion, como lograr medidas para
ciertas agrupaciones "naturales” como son las Etnias, los Estados y las
Etnias por Estado. Ademéas de esto también existia la inquietud de
establecer criterios para que dentro de municipios de muy altos niveles de
marginacion, se priorizara la atencion en aquellos considerados como
€asos extremos.

VARIABLES

Con Componentes principales se logra reducir el numero de variables y
conservar la informacion inicial, es la transformacién de un espacio de
informacién en otro con mayores posibilidades de explicitacion. Incluso
con esto es detectable el nivel de influencia de cada una de las variables
para el nuevo sistema de referencia y por lo tanto de no influencia. Esto
es, que si se detectan las variables de mayor aportacién para 1los
resultados, también es factible detectar las variables de menor
importancia, al grado de prescindir de algunas de ellas por el nivel de
informacioén desplegada.



Dieciseis variables fueron consideradas, nueve corresponden a datos sobre
Poblacion y siete sobre Vivienda:

pS14nes Porcentaje de Poblacion de S a 14 afios que no asisten a la escuela

phnv Promedio de Hijos Nacidos Vivos de Mujeres de 25 a 29 afios de edad

phfall Porcentaje de Fallecimientos de HNV

panalfa Porcentaje de Poblacion de 6 afios o mas que no sabe leer o es analfabeta

pinstr  Porcentaje de Poblacién de 15 afios o més sin primaria o con primaria incompleta

ppea Porcentaje de Poblacion de econémicamente activa

ppoboc1 Porcentaje de Poblacién activa en el sector primario

pocviv  Promedio de Ocupantes por vivienda particular

poccrt  Promedio de Ocupantes por cuarto en viviendas particulares

pvicrt Porcentaje de viviendas particulares con un cuarto

pvagent Porcentaje de viviendas particulares con agua entubada

pvparic Porcentaje de viviendas particulares con paredes de 14mina de cartén o materiales de desecho
pvteclc Porcentaje de viviendas particulares con techos de lamina de carton o materiales de desecho
pvpistrr Porcentaje de viviendas particulares con piso diferente a tierra

pvdren Porcentaje de viviendas particulares con drenaje

pvelec  Porcentaje de viviendas particulares con electricidad .

INDICE DE MARGINALIDAD

Las caracteristicas de medicién sefaladas determinan que el valor de la
Primera Componente estd relacionado con indicios de carencia o
marginalidad dentro del conjunto de 542 Muncipios indigenas considerando
las variables seleccionadas. Por ser un valor que puede ordenar 10s
Municipios y por su escala de intervalo que permite comparaciones, es
factible definir a este valor como un Indice de Marginalidad.

Los valores de la Primera Componente, con las variables estandarizadas
conservan un orden sin importar la magnitud, orden que muestra las
diferencias que prevalecen entre los Municipios. E} valor de la funcion ind
que combina 1as dieciseis variables para 10s 542 municipios encamina a 1a
obtencion de este indice deseado. La expresion queda de 1a siguiente forma:

ind = 0.68 pS1dnes + 0.60 phnv + 0.54 phfall + 0.82 panalfa + 0.77 pinstr
+0.11 ppea + 0.53 ppoboc! + 0.37 pocviv  + 0.78 poccrt  + 0.65 pvicrt
- 0.64 pvagent + 0.18 pvparlc + 0.37 pvteclc - 0.70 pvpistrr - 0.52 pvdren
- 0.73 pvelec

donde se puede deducir que: la variable con mas peso para 10s 542
municipios es la de Poblacién analfabeta o que no sabe leer, por tener

0.824 como coeficiente. La segunda en importancia es la de Ocupantes por
cuarto, con 0.783 La variable que menos contribuye a distinguir es la de
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Poblacion econdomicamente activa, por tener 0.113, la que le sigue como
segunda de menor importancia es la de Viviendas con paredes de lamina de
cartéon o materiales de desecho con 0.175. La varianza para la primera
componente es del 35.8%, 1a segunda tan sélo alcanza 10.1%

Con estos coeficientes y las variables estandarizadas, los tres primeros
municipios con peores condiciones socioeconémicas son de habla mixteca,
ellos son San Martin Peras y San Simén Zahuatlan del Estado de Oaxaca y
Metlatonoc del Estado de Guerrero. Por el otro lado, las tres mejores
condiciones existen en municipios zapbtecos, todos ellos de Oaxaca:
Guelatao de Juarez, El Espinal y Union Hidalgo.

Cuadro 1. Municipios por Estado segin grupo asignado

MB B M A MA Total
Campeche 2 1 3
Chiapas 7 14 16 37
Chihuahua 1 2 3
Durango 1 1
Guerrero 2 3 12 17
Hidalgo 1 3 10 3 2 19
Jalisco 1 1
México 1 1
Michoacén 2 2 4
Nayarit i 1
Qaxaca 21 30 106 63 42 262
Puebla 2 6 18 12 14 52
Quintana Roo 1 2 3
San Luis Potosi 11 2 13
Veracruz 13 11 14 38
Yucatan 4 25 St 7 87
Total 28 70 224 119 101 542

CINCO ESTRATOS

Con la técnica de Dalenius aplicada al indice encontrado, se establecen
cinco grupos, esta agrupaciéon permite identificar semejantes vy
diferentes. Por 1a manera en que es construido el indice y por el hecho de
realizar grupos con él, es posible caracterizar a 10s Municipios en 1o
general y por grupo. Con la medida que asigna pesos especificos a las
variables originales se describe una estructura de los datos en general
(indice) y, con la obtencién de 1a medida por grupo, es factible establecer



una estructura de los datos al interior de cada uno de ellos. Esta
descripcion de las variables trascendentales y las que podrian no ser
consideradas servird para la caracterizacion de los Municipios, en lo
general y por Grupo.

La nomenclatura de los cinco grupos trata de sintetizar el nivel
socioeconomico: muy baja, baja, media, alta y muy alta marginacion, el

cuadro uno muestra esta division por Estado.

Cuadro 2. Poblacion indigena por grupos étnicos segln grupo asignado

MB B M A MA Total
AMUZGO 3688 15164 18852
CHATINO 11154 6513 11078 28745
CHINANTECO 1899 31524 50474 5855 89752
CHOCHO 521 521
CHOL 26872 10213t 15005 144008
CORA 16619 16619
CUICATECO 2284 2359 5060 9703
HUASTECO 99876 24983 124859
HUAVE 2668 9416 12084
HUICHOL ‘ 8031 8031
MAYA 39473 207670 329189 37508 613840
MAZATECO 1143 54061 52057 53435 160636
MIXE 60059 35128 6609 101796
MIXTECO 2057 9686 122127 44980 131900 310750
NAHUATL 26653 579719 228306 142893 977571
OTOMI 38549 48804 16505 38257 142115
PAME DEL SUR 4168 4168
POPOLUCA 18822 18822
PUREPECHA 25732 14170 39902
TARAHUMARA 6998 24966 31964
TEPEHUA ’ 5892 5892
TEPEHUAN 15989 15989
TLAPANECO 71806 71806
TOJOLABAL 50556 50556
TOTONACA 3219 43423 44097 57262 148001
TRIQUI 1686 1686
TZELTAL 15956 175436 111464 302856
TZOTZIL 18860 61095 146287 226242
ZAPOTECO 99020 45640 91144 67723 13173 316700
ZAPOTECO SURENO 6963 1820 8783
ZAPOTECO VALLISTA 2112 2112
Z0QUE 8487 4869 16249 29605
Total 179099 372558 1539285 1063640 880444 4035026
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Cuando se trabaja con unidades de observacion de Municipios, es deseable
encontrar los valores correspondientes a unidades superiores como serian
los Estados, las Etnias o alguna otra util al estudio. El recurso mas
utilizado es hacer el mismo camino de calculos pero para los valores de
Estados, Etnias, etc. Es decir,repetir el proceso encontrando la estructura
estatal o étnica y hacer a un lado lo obtenido. Se ha pensado que en pro de
conservar el trabajo realizado, los valores del indice a nivel estatal o
étnico han de ser obtenidos a través de los valores municipales. La
propuesta es manejar un ponderador municipal para combinarlos y obtener
el estatal o étnico. El ponderador estd determinado por la proporciéon de
poblacién dentro del municipio en relacién al Estado o a la Etnia, segun sea
el caso. E1 Cuadro dos muestra un resumen de los resultados obtenidos por
Etnia.

CASOS CRITICOS

Por ultimo, en virtud de la necesidad de un criterio inicial de seleccion de
los casos criticos que deben priorizarse para ser atendidos, dentro del
grupo de muy alta marginacion se propone un algoritmo que involucra el
tamafio de poblaciéon con el indice encontrado. Con este algoritmo, los
primeros c¢inco municipios que debieran recibir atencion son: Metlatonoc de
Guerrero, Chamula y Chilén, ambos de Chiapas, San Martin Peras y San
Simon Zahuatlan, ambos de Oaxaca.

SINTESIS

El trabajo maneja cinco propuestas:

- construccion de un indice

- cbémo agrupar en semejantes y diferentes (cinco grupos)

- como caracterizar a los Municipios analizando las constantes que
forman el indice (dos etapas: indice y grupos)

- cémo encontrar valores indice de unidades de observacidon superiores
(estados, etnias, etnia-estado)

- algoritmo de criterio inicial para seleccionar casos criticos
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Abstract

Consider the maximum (minimum) of a random number
Nk of iid random variables with common distribution FX'
The tail behavior of its distribution is studied in
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1. Introduction

Let {Nk} be a sequence of independent didentically distri-
buted (iid) positive integer valued random variables (rv's)
and consider a doubly infinite array of iid rv's {ij},assumed
independent of {Nk}, Define two sequences of iid rv's {Yk}

and {Zk} by

(1) Y = pin X, . ,
k . kj
<
JXN
(2) Zk = max Xk'

NI

Let FX’F§ and szethe common distribution function (df) of

1 v | B s .
the ij s, Yk s and Zk s respectively; also let PN be the common

generating probability function of the Nk's.

In this note we discuss the right hand side (rhs) tail be-
havior of FY and FZ in terms of the rhs tail behavior of FX
and the local variation at 1 of PN.

The right end point w(F) of a df F plays an important rolle
in a discussion such as this, it is defin%d as the point
X Z w(F) such that F(x°+£) = 1 >F(xo—s) for any £>0, This
kind of discussion will also involve functions of regular va-
riation which can be found in Feller (1971); an alternative
reference which is very much inclined to the applicationé of

the results we are seeking is De Haan (19790).

Random variables of the form (1) and (2) arise naturally
in certain stochastic exceedance models (see e,g, Todorovic

(1979)).

2, Tail Behavior of the Distributions of Minima and Maxima

The Ths tail behavior of the df of the minimum of samples
of random size can be described without any conditiomns on the

distribution of the Nk's (refer to equation (1)).

Tn the followine let p». = P(N=i) and set F=1-F for a df F,



Theorem l: Define = = min{j: p, >0}. Then as y tw(F,),
j>1 h| Y

(3) F (y)vp {Fo(i® .

Proof: First observe that fv(y) = PN(fX(y)). Hence, we

may write,
@©

Fy(y) = {Fy(}Pp_+ | pj[?X(y)]J_m} .
j=m+l

Thus, using the Dominated Convergence Theorem, we conclude

that (3) holds since w(FY) = w(Fx).

The rhs tail behavior of the df of the maximum of samples
of random size can be described under two cases; that is, when

either E{N} <=® or =« ,

Theorem 2: Suppose that E{N} <=. Then as 2z %m(FZ) ,

(4) Fz(z)mz{n}-Fx(z) .

Proof: First observe that Fz(z) =1—PN(Fx(z)). If we let
Q. (s) = I P(N >j)sJ then {1-P_(s)}/(1-s) = Q. (s) (cf.
N 520 N N
96

Feller (1968)). Hence

© .
. = il = . . j

F,(2) [Fy(2) = {1-P (Fy (2))}/Fy(2) jfoP(N>J){FX(Z)} :
Thus, using the Dominated Convergence Theorem, we conclude

that (4) holds, since w(FZ) =m(Fx)

When E{N} = «, a rather general condition on N is assuming

PN to be a function of regular variation at 1,

Theorem 3: Suppose that l—PN(l—xm‘) =x "L(x) for 0<y<1
where L is a continuous function of slow variation at infinity.

Then
(5) F,(z) = {F(2)}LUF ()} h) .

Proof: It follows by substitution,

Notice that in Theorem 3 the condition on PN cannot hold

with a value of y>1. In fact, since QN(s) + as s ¢,



8Q

) vTlo -t Th

-1 -1 =
1-pN(1—c ) QN(1~t )

oo =1 -1
l—PN(l—t v

for all t >0, v>1 and y>1., Then l—PNU—x—U cannot be regu-

larly varying of order y>1 ,

3. Domains of Maximal Attraction for Y and Z

It is well known that there are only three possible types
of limiting distributions for sample maxima (cf. Galambos

(1978)). These are

¢a(x) = exp{*x_a}, x>0 , a>0
=0, x<0
Wa(x) = exp{—(—x)a}, x<0 , a>0
=1, x>0
A(x) = exp{-e ¥}, -o<x<+o
These df's are called extreme distributions, If G is an ex-

treme df, we will write X € D(G) if there exist norming cons-
tants a >0 and Bn such that

linP(a_maxX, +B_<x) = G(x) for all x,

n-+o i<n n
where the Xi’s are iid copies of X. In this situation we say

that X is maximally attracted to G.

Under this approach, we seek conditions on the distribution
of the Nk's which enable the identification of the extreme df

to which Y, and Zk(as defined in (1) and (2)) are maximally

k
attracted, assuming we know the extreme df to which the ij‘s

are maximally attracted.

The following results will be very useful. From here on G

will denote some extreme df.

Theorem 4: (De Haanm (1970)). Let V have df Fv. Vv e D(G)
if and only if there exist functions a: (-»,+®) + (0,+°) and

b: (-o,tw) » (-,+®) such that for any fixed real x with
0<G(x)<1l as t fm(FV)



limfv(a(t)xﬁ-b(t))/?v(f) = -logG(x)

Theorem 5: (Resnick (1971)). Let Xl and X2 have df's Fl
and F, with w(Fl) =w(F2). Suppose that X, eD(G). Then

XZCD(G) if and only if as xfu)(Fl)

lim_l-'—l(x)/Fz(x) = 2, 0<f<w

Notice that for a constant ¢, Gc(x) = e'xp{—(—logG(x))c}

is an extreme df.

Theorem 6: X eD(G) if and only if Y eD(G_ ) with m as in
(3).

Proof: Let W have df F ()= l—{l-FX(w)}m. Note that by
Theorems 1 and 5, W eD(Gm) <=> Y eU(Gm) since w(Fw) = w(FY).
Assume X €eD(G). Then by Theorem 4 there exist functions

a(t) >0 and b(t) such that as t +m(Fx)
(6) limFy(a(t)x+b(t)) /Fy(t) = -logG(x)
for any fixed real x with 0<G(x) <1l. Hence since w(F) =w(F,),
as t+w(Fw)
linF, (a(t)x+b(e)) /F (t) = {-logG(x)}" .

Therefore by Theorem 4, W ED(Gm); hence Y ED(Gm). The proof
of the converse is obtained following the steps backwards in

the above argument.

Theorem 7: Suppose that l-—PN(l—x—l) =x-YL(x) for 0<y<1
where L(x) is a continuous function of slow variation at infi

nity, Then XeD(G) if and only if ZeD(Gy)

Proof: Sufficiency. By Theorem 4, (6) holds. Hence,
since w(FZ) = w(FX), by Theorem 3 and letting X, = a(t)x+b(t) we
have that as t +w(FZ)

linF, (x ) /F, (t) 1im{FX(xt)/Fx(c)}YL({FX(xt)}'l)/L(.{?x(t)}"l)

{-logG (x)}7 ,

since as t AW (P LUF, (x )} H/LUF (0} 7)) =
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= LUFy (x ) /F () HE () /eUF )™ » 1. Therefore,

by Theorem 4, Z’ev(GY)

Necessity. Let P(x) =1-PN(l—x—1), then Y*(x) =w-l(1/x)
is a continuous function of regular variation at infinity of
order 1/y. Hence Y*(x) =x1/YL*(x) where L* is a continuous
function of slow variation at infinity. Therefore,
= N S -1 = -1 e -1
Fz(2) = 1-Py(Fy(2)) = v({F(2)}77) <==> {F,(2)}7" = 9= ({F,(2)} ).

That 1is
N Fyla) = (Y e ((F ™.

Thus by a reasoning similar to that used in the proof of
the sufficiency part, replacing Theorem 3 by equation (7) we
conclude that X e D(G).
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